SERIES DE FOURIER

1 Généralités
1.1 Notations et conventions

On appelle polynome trigonométrique toute fonction de la forme

N
T(z) = Z cpett®,

k=—N

ou, de fagon équivalente, de la forme ag + Zi\;l ay cos(kx) + by sin(kx).
Etant donnée une fonction f € L'(—m,n) (en particulier f € C([—m,7]) ou L2(—m,7)), on
définit ses coefficients de Fourier

xlf) = — / " f (),

2 J_,

et sa série de Fourier '
Sf(x) =Y cxl(f)e™,
keZ

sous réserve de convergence des sommes partielles

N

Svf@) =3 alf)et,

k=—N
quand N — +o00, pour une topologie a préciser.

Remarque. Dans le cadre des séries de Fourier, la convergence de Sf(x) signifie la conver-
gence de la suite Sy f(x). Pour une série quelconque ), _, ay, dont le terme général est indexé
par Z, la convergence est définie habituellement comme existence des limites de Y, ar €t
27M<k<71 ay, lorsque N — 400 et M — +o0. En ce sens, la convergence d'une série de Fourier
est moins générale car demande que M = N. Néanmoins, nous verrons dans un grand nombre de
cas intéressants que les deux limites existent aussi pour les séries de Fourier.

La théorie des séries de Fourier consiste en 1’étude des conditions sous lesquelles Sf(z) = f(x).
On va considérer les convergences suivantes : la convergence dans L?(—m, 1), la convergence simple
et la convergence uniforme.

Puisqu’on cherche & développer des fonctions en série de fonctions périodiques, il est naturel de
considérer des fonctions elles-méme périodiques. On introduit donc les espaces

Cher(R) = {f : R — C continue et 27-périodique},



et, pour p € [1,00] (en fait p =1 ou 2 en pratique)

P (R)={f e Lt (R) | f 2m-périodique},

per loc

la 27m-périodicité signifiant dans ce dernier cas f(z + 27) = f(z) pour presque tout « € R. Notons
que, pour tout p € [1,00],
Cper(R) C L2 (R) C L, (R).

per per
Il est également commode de remarquer qu’il y a une identification naturelle entre L2, (R) et
LP(—m, 7). De méme, Cper(R) s’identifie naturellement au sous-espace (fermé) de C([—m,n]) des
fonctions f continues sur [—, 7] vérifiant f(7) = f(—n). Les espaces Lb, (R) et Cper(R) sont donc
normé respectivement par

T 1/p
|f||p=<1 / lf(w)l”dx) )

),

pour p € [1,00], et
[ flloe = sup f(2)] = Slelﬁlf(ff)l» f € Cpar(R).

—T, T
1.2 Noyaux de Dirichlet et de Féjer
Dans I’'étude des séries de Fourier, il y a deux suites de fonctions tres importantes : le noyau

de Dirichlet
N

DN(.I) _ Z eik:zz’
k=—N
et sa moyenne arithmétique, le noyau de Féjer

_Do+---+ Dy
= ~ i

Fy

Ce sont clairement des fonctions C'*°, paires et 2m-périodiques. De plus, sans (presque) aucun
calcul, on voit que

1 (7 1 (7

Dy (x)dzx =1, Fy(z)dx = 1. (1.1)

om |, 21 )

En effet, pour Dy c’est une conséquence du fait que ["_e"**dx = 0si k # 0, et, pour Fy, on utilise
que c’est la moyenne arithmétique de fonctions d’intégrales valant toutes 2. On vérifie aussi que

sin ((2N + 1)z/2)

Dy (w) = sin(z/2) ’

si x ¢ 2nZ (pour = € 27Z, Dn(z) = 2N + 1) par un calcul direct, et que

1 (sin(Nx/Z) ) 2 7

F(w) = N sin(x/2)

si x ¢ 20Z (pour x € 27Z, Fn(x) = N) en calculant Im (Zévfl 6(2k+1)$/2).

L’intérét du noyau de Dirichlet se voit & travers la proposition suivante.



Proposition 1.1. Pour toute fonction f € L .(R) et tout x € [~ 7] (ou de fagcon équivalente

x€R), ona

per

Sw) = (Dn ) (@) = o ”DN<x—y>f<y>dy

- L / D () (z — y)dy (1.2)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul direct :

- [ Dnta—y)fway Z o | )

2 J_,
N .
> (;W /_ 6_“€yf(y)dy> e

k=—N

ou la parentheése n’est autre que ci(f). Pour voir que Sy f(x) coincide avec (1.2), on fait le chan-
gement de variable usuel z — y = z de sorte que

T T+
[ Dy-wiay = [ DaGlfe - i

= [ Dyv@f@-2dy+ [ Dy -2
T+
—|—/ Dy (2)f(x — z)dz

s

= Dy (2)f(x — z)dz

—T

car, par 2m-périodicité des fonctions, fx“r Dn(2)f(z—2)dz = ngW Dn(z—2m)f(x —z+2m)dz =

™

J2 T Dn(2) f(w — 2)dz. O

Tout le probléme revient donc a étudier la convergence de Dy * f (en un point, uniformément
ou dans L?). Avant de considérer cette question, on observe qu’il y a convergence en moyenne de
Césaro.

Théoréme 1.2. Soit g € Cper(R). Alors,
Fnxg—y,
uniformément sur R.
Nous verrons plus loin que D * f ne converge pas toujours uniformément lorsque f est continue.

Naturellement dans 1’énoncé du Théoreme 1.2, on a posé

% _: Fy(x —y)g(y)dy = L /_: Fn(y)g(z —y)dy

(Fy +9) (@) = >

1. ne pas oublier que, si g € L'(a,b), on convient que ffg = f[a p 9 sia<betque fclzg = —f[u pgsia>b



la deuxieme égalité étant une conséquence de la 27-périodicité de Fiy et g (comme dans la preuve
de la Proposition 1.1).

Démonstration. En utilisant que i f:r Fndy =1 pour tout N, on a g(x) = % fjﬂ Fydy, d’ou

™
(Fx +9) (@)~ 9(0) = 5= [ Fulw) (g0~ 9) ~ g(a) do

—T
Comme g est continue et 2m-périodique, elle est uniformément continue sur R donc : pour tout
e > 0, il existe & > 0 tel que, pour tous z,y € R, |z —y| < § = |g(x) — g(y)| < €. On se fixe
donc un € > 0 et on choisit un & > 0 vérifiant cette propriété. On décompose alors 'intégrale
ci-dessus suivant |y| < 0 et § < |y| <« (on peut bien siir supposer § < 7) et on fait les estimations
suivantes : d’une part

IN

‘ /| N0 0 =)~ ) dy

/ V) ot ) gl dy

IN

¢ / Pl (1.3)

et d’autre part

/ Fn(y) (9(z — ) — 9(z)) dy g/ Fx(w) (9(z — ) — 9(x))| dy
o< |y| < o< |y| <

4m||gllec sup |Fn(y)|. (1.4)
I<|yl<T

IA

Dans (1.3), la positivité de Fy et (1.1) donnent

/ |FN| S / FN =27
lyl<é [yl <=

1
sup |FN(W)| £ w5757
5§‘y|§ﬂ| W Nsin(d§/2)

car |sin(y/2)| > sin(6/2) pour ¢ < |y| < 7. On en déduit donc que

et dans (1.4), on observe que

|(FN*9>(ff)g(x)§e+J\f2s|i|g|(|§75)’

pour tout = € R et tout N > 1. Ainsi, pour chaque € > 0, on peut trouver un § > 0 (ne dépendant
que de € et g), tel que pour tout N > 0 et tout x € R, on ait cette inégalité. Si on choisit Ny assez
grand pour que
2[|g]oc
Nosin(d/2)

(noter que Ny ne dépend que de ¢, § et ||g||o mais pas de ), on obtient que, pour tout N > Np,

< €,

I[FN * g — glloo < 26,

ce qui est le résultat cherché. O



Corollaire 1.3. Les polyndmes trigonométriques sont denses dans Cper(R).
De facon équivalente, les polynomes trigonométriques sont denses dans l’espace des fonctions
g € C([—m, 7)) telles que g(—m) = g(m) (muni de la norme || - ||oo sur [—m,7]).

Démonstration. Si g est continue et 2m-périodique, Fy*g = %(DO xg+- - Dy_1%g) est un polynome
trigonométrique car chaque D, * g est un polynome trigonométrique d’apres la Proposition 1.1. La
conclusion suit alors du Théoréeme 1.2. O

2 Théorie L2

Rappelons de fagon générale qu'une famille dénombrable (ey)rez d'un espace de Hilbert H,
muni du produit scalaire (.,.), est une base hilbertienne si

1. c’est un systéme orthonormal, ie

1 sij=k,

0 sij#k, (2.1)

(ej,ex) = djk = {

2. le sous espace de ses combinaisons linéaires finies est dense dans H, ie

{Z CLCk | I fini, (ck)ger € (CI} ="H. (2.2)

kel

Tout espace de Hilbert séparable possede une telle base. Le théoréeme suivant donne une base
explicite de L?(—m, ).

Théoréme 2.1. Posons ey(x) = e**. Alors (e},)rez est une base hilbertienne de L*(—m, ) muni
du produit scalaire

(f17f2)=% 3 fife d,

et de la norme associée qu’on notera || - ||2.

Démonstration. 11 faut vérifier (2.1) et (2.2) avec H = L?*(—m, ). Le point (2.1) résulte d'un
calcul tres simple. Le point (2.2) signifie exactement que les polyndmes trigonométriques, ie les
combinaisons linéaires finies des ey, sont denses dans L?(—,7) pour la norme || - ||2. Pour le
prouver, on utilise le résultat (non trivial) suivant d’intégration : les fonctions continues & support
compact dans | — 7, 7r[ sont denses dans L?(—m, ). Ainsi, pour toute f € L?(—m,7) et tout € > 0,
il existe g continue sur [—, 7] telle que g(—7) = g(7)(= 0) et
€
— < —.
1~ glla < 5
Or, d’apres le Corollaire 1.3, il existe un polynéme trigonométrique T tel que
€
HT - g| |oo < 5
Comme ||T — gl|2 < ||T = gl|o0, on en déduit que ||f — T||2 < e. D’ou le résultat. O

Les propriétés qui suivent sont uniquement des propriétés des bases hilbertiennes et ne sont rien
d’autre que la traduction dans le contexte particulier du théoréme précédent de formules générales.



Corollaire 2.2. Pour toutes f1, fo € L?>(—m,m), on a

1. la convergence dans L? de la série de Fourier de fi,

N

1A= er(fr)exlls =0, N — o0 (2.3)
k=—N
2. la formule de Parseval
(Fiofo) = S alfenlfa) = 5 [ Fifada (2.4)
kEZ -

En particulier

1A= Y lenlf)P = 3 [ Infde (2:5)

kEZ

Noter que si f € L*(—m,m), on a Y, -5 |ex(f)]? < oo. Comme cette série est & termes positifs,
on a
doler(NF<oo et Y (£ < oo,
k>0 k<0

ce qui garantit que les suites de fonctions Yr_ e (f)e*® et 3.1, ()™ convergent dans
L?(—m,m) (voir Remarque page 1).

3 Théorie ponctuelle

Nous allons voir dans le Théoreme 3.3 ci-dessous des conditions suffisantes garantissant la
convergence de la série de Fourier d’une fonction continue vers la fonction elle-méme. Avant cela,
on peut citer le résultat suivant.

Proposition 3.1. Soit f € Cper(R). Si Sy f converge uniformément vers une fonction g alors

g=1r.
Démonstration. Comme Sy f = Dy * f pour tout NV, on a

Doxf+--4+Dnaxf _ Sof+---+Svaf

Or Fy x f — f d’apres le Théoreme 1.2. D’un autre c6té, par théoreme de Césaro, on a

Sof +-+Snvoaf
N -9,

donc g = f. O O

N — oo,

Nous verrons dans I’Exercice 3 qu’il existe des fonctions continues pour lesquelles la série de
Fourier ne converge pas uniformément.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante de convergence de la série Fourier de f vers
f en un point.



Théoréme 3.2 (Dirichlet). Soit f € L1, (R). Supposons que, pour un représentant de f (qu’on

per

notera encore f), les limites suivantes existent en un point o € [—m, 7]
+
z) — f(z
f(zo £0) := lim f(x) € C, lim J@) = /) eC.
mazét fL’HCL’(:)t T — Xo
Alors

En particulier, si f est dérivable au point xg, alors Sy f(xo) — f(z0).

N — 0.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.1 et le fait que i ffﬂ Dy(y) = 1, on peut décomposer

Sy f(zg) — W comme somme de

1 /0 sin((2N + 1)y/2)

) Gy @0y = flee+0))dy

et de

1 [T sin((2N + 1)y/2)
3 | e (e =) T =) dy.

On montre que cette derniére intégrale tend vers 0 quand N — o0, la premiere se traitant de fagon
analogue. Etant donné § > 0, a choisir convenablement plus loin, on majore

™ sin((2N + 1)y/2) o * | f(zo — y) — f(x0 — 0)]
IR (g - )~ s - oy < [ =D S0 =0l
T f(xo —y) — f(wo —0)
+/5 sin((2N 4 1)y/2) Sn(5)2) dy

fzo—y)—f(z0—-0)

Comme y — est bornée pour y au voisinage de 0, tout comme y +— m, il

Yy
existe Cy dépendant de f (et de xg) telle que, pour tout § > 0 assez petit,

| f(wo —y) — flzo — 0)]
/ ()] WSO 3.1)

Par ailleurs, pour chaque 0 < § < 7, 'application
f(@o —y) — f(zo —0)
sin(y/2)

est dans L!(R) donc, d’apres le Lemme de Riemann-Lebesgue,
(w0 —y) = fzo = 0)
sin(y/2)

En conclusion, & € > 0 fixé, on commence par choisir § > 0 assez petit pour que C16 < ¢/27 dans

(3.1), puis, pour tout N assez grand | [; sin((2N + 1)y/2)%dm < €¢/2m d’apres (3.2),

Y= X[ém’] (y)

/7T sin((2N + 1)y/2) / dy — 0, N — oo0. (3.2)
)

de sorte que

1 (T sin((2N +1)y/2)
%/0 sin(y/2) (f(xo —y) — f(xo —0)) dy| < 2¢

pour tout N assez grand. g

Si on renforce les hypotheses sur f, le théoréeme de Dirichlet s’améliore pour donner de la
convergence uniforme.



Théoréme 3.3. Soit f € CH(R) 2mw-périodique. Alors
ISnf = flle =0, N —o0.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.1 et le fait que i ffﬂ Dn(y)=1,0na

(Sxf—f) (@) 1 /_7r sin((2N + 1)y/2)

Etant donné § > 0, on découpe cette intégrale suivant |y| < & et § < |y| < 7. L'intégrale |y| < &
s’estime par

/ ..ady
ly|<é

avec C1 = sup|_ . |y/sin(y/2)|. Dans la région |y| > d, on integre par parties

= L cos Q M
/5§y§w.”dy B 2N+1/5§|y5,7 ((2N+1)y/2)8y( sin(y/2) )dy (34)

-5
[cos((?N + l)y/Z)f(zy)f(x)}

IN

dy

. |y]
/W sin((2N + 2)l

2C16]1f' [l (3.3)

‘f(xy) — f(x)
)l y

IN

2N +1 sin(y/2) .
2 1 fla—y) - f@)]"
TON 1 [co&((?N + 1)y/2) Sn(y/2) h (3.5)

et on en déduit que

1

< Co(||flloe + ||f’||oo)m

/ ...dy
<]y|<n

avec une constante Cy indépendante de f, N, § et . On en déduit l'existence d’une constante
C > 0 telle que, pour tous N, J et f,

/ 1
1537 = Flle < €Ol + 1710) (4 575 ) -

Ainsi, & € > 0 fixé, on choisit ¢ assez petit pour que C(||f]|oo + [|f/]loc)d < €/2 puis N assez grand
pour que C(||f|loo + || f'l]oc)/N6? < €/2 qui montre la convergence annoncée. On peut également
considérer

§=N"°¢

avec 0 < o < 1/2, ce qui nous donne ||Syf — f|loo < C' (N~ + N~1+22) (. 0O
Remarque. Dans le Théoréme 3.3, on peut supposer ” f continue et C! par morceaux”. Cela

alourdit un peu les notations (& cause du choix de subdivision) mais ne change essentiellement pas
la démonstration.



A Exercices

Exercice 1. Montrer, sans utiliser le Théoréme 8.3, que si f est C? et 2m-périodique, alors
Snf — [ uniformément. Faire un lien avec la Remarque de la page 1.

Exercice 2 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f une fonction de Schwartz sur R. Montrer
que

> ferk) =) f0)

kEZ JEL
Indication : considérer la fonction F(x) =3, , f(x + 27k).

Exercice 3 (Fonctions continues dont la série de Fourier ne converge pas uniformément). On note
par Sy Uapplication f — Snf définie sur Cher(R). On note ||| - |||cc la norme d’opérateur sur
Le(Cper(R), Cper(R)).

1) Démontrer que

1 7 |sin((2N + 1)x/2)|
lisnllle = 5= [ SR,

—T
2) En déduire l'existence de f continue et 2m-périodique dont la série de Fourier ne converge pas

uniformément.
(Indication : on pourra utiliser, en la démontrant, la minoration |sin(y)| > 2|y|/7 pour |y| < 7/2.)



