Rappels d’intégration

Résumé

Ces notes ont été rédigées initialement pour des agrégatifs et sont basées en bonne partie
sur le livre classique de W. Rudin [R]. Nous n’y (re)démontrons pas les points les plus longs
(construction de lintégrale de Lebesgue, théoréme de Fubini) mais le reste du programme
standard de L3 y est revu (et redémontré) en détail, en insistant notamment sur les subtilités
liées a la négligeabilité. ’annexe A contient des exercices corrigés.
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1 Mesurabilité

Dans cette section X est un ensemble non vide.
Définition 1.1. Une tribu (ou o-algébre) M sur X est une partie de P(X) telle que
1. X e M,
2. Ae M = A =X\AeM,
3. (Aj)jen famille dénombrable de M = .y Aj € M.
Le couple (X, M) est un espace mesurable. Une partie A C X est mesurable si A € M.
Exemple. P(X) est une tribu sur X.

Remarque. On vérifie facilement qu’une tribu est stable par intersection et union au plus
dénombrable (ie finie ou dénombrable).

Proposition 1.2. Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Définition 1.3. SiU C P(X) on appelle tribu engendrée par U la tribu

N M.

M tribu,
ucm

C’est la plus petite tribu contenant U.

Noter que l’ensemble des tribus contenant U (sur lequel on fait 'intersection) n’est pas
vide car P(X) en fait toujours partie.

Définition 1.4. Si O C P(X) est une topologie' sur X, la tribu engendrée par O s’appelle
la tribu borélienne sur X. Ses éléments sont les boréliens.

Définition 1.5. Soient (X1, M) et (X2, Ma2) deuz espaces mesurables. Une application mesurable
[ X1 — X2 est une application vérifiant

f_l(Az) € M1 pour tout Az € Ma.

Noter que dans Rudin, la définition d’application mesurable n’est donnée que dans le cas
ou X> est toplogique et M3 est la tribu borélienne.

Proposition 1.6. i) Une composée d’applications mesurables est mesurable.
1) St X5 est un espace topologique et Ma est la tribu borélienne, une application f : X1 — Xo
est mesurable si et seulement si

f Y (Uz) € My pour tout ouvert Uy de Xo.

En particulier, si X1 est lui-méme topologique et équipée de la tribu borélienne, toutes les
applications continues de X1 dans X2 sont mesurables.

Démonstration. i) Vérification immédiate.

i) La nécessité est triviale. Pour la réciproque, on considere M := {As C Xo | f71(A2) € M, }.
On vérifie que c’est une tribu ; comme elle contient les ouverts, elle contient la tribu borélienne.
a

La droite numérique achevée. On note R = [—00, +00] = RU{—00, +c0}. On le munit de
la relation d’ordre naturelle prolongeant celle de R et on définit

[a,+o0] ={z €R|a<a},  la,+o0] = [a,+00]\ {a},

1. ie X,0 € O, O stable par intersection finie et par union quelconque



ainsi que [—o0, a] et [—o0, a| de maniére analogue. La topologie de R est ’ensemble des parties

de R pouvant s’écrire comme réunion quelconque d’intervalles de la forme
la, b], [—o0,a], 1b, +00], avec a,beR. (1.1)

On peut vérifier facilement que

1. la topologie (usuelle) de R est la topologie induite par R (ie les ouverts de R sont les

intersection des ouverts de R avec R),
2. la topologie de R est métrisable, ce qui en fait un espace métrique compact homéomorphe
a[—%, ] (utiliser par exemple arctan prolongée naturellement en +oo par =7 et considérer
la distance d(a,b) = |arctan(a) — arctan(b)| pour a,b € R),

3. toute suite montone de R est convergente.

Dans ce qui suit, les espaces topologiques R, C et R sont équipés des tribus boréliennes.
On fixe également un espace mesurable (X, M).

Proposition 1.7. i) Une application f : X — R est mesurable si et seulement si
' (Ja, +o0)) € M, pour tout a € R.
ii) Si fj : X — R est mesurable pour chaque j € N, les applications

sup fj, inf f;, lim sup f;, liminf f;  sont mesurables.
j J j j—o0

j—o0
En particulier, si f : X — R est mesurable,
fT := max(f,0), f~ = —min(f,0) sont mesurables,

et la limite simple (si elle existe) d’une suite d’applications mesurables est mesurable.

Remarque. Noter que f~ est & valeurs dans [0, +00].

Rappelons que sup; f; est la fonction définie par
(Sll_p fj) (z) :==sup fi(z), wEX,
J J

qui est bien définie car toute suite de R a une borne supérieure (éventuellement +oco)?2. Les
définitions inf; f;, limsup; f; et liminf; f; sont analogues.
Rappelons aussi que, pour une suite a; & valeurs dans R (en particulier si elle est & valeurs

réelle),

limsupa; := lim sj, s; = sup{aj, aj+1,- ..},

j—oo j—oo
ou la limite existe & coup siir car la suite (s;); est décroissante (la limite est Iinf de cette
suite). De méme

lim inf aj; = hm ij, ’ij = inf{a]-, Aj41, .- .},

j—oo j—o0

ou (i;); est croissante donc la limite est son sup.

Démonstration de la Proposition 1.7. i) L’un des sens est trivial. Pour autre, on remarque
d’abord que, pour tout a € R,

J7H (=00, a) = Unzaf 7 ([=00,0 = =) = Uz f ™ (Jo — 1, +oc])” € M.

2. c’est I'intérét de considérer des fonctions & valeurs dans R.



Mais alors f~'(Ja,b]) = f~*([—oc0,b]) N fﬁl(]a,-}-oo])ie M pour tous a,b € R. Puis, comme
dans la Proposition 1.6, on considere M := {A C R | f~!(A) € M} : c’est une tribu qui
contient tous les intervalles du type (1.1) et comme tout ouvert de R est réunion dénombrable

de tels intervalles (voir Exercice 1), elle contient tous les ouverts donc tous les boréliens de R.

it) Posons f(z) = sup, f;(z) et f(z) = inf; f;(z). Il suffit de remarquer que
F~ (a, +oo]) = Usf; (Ja, +o0), £ ([, +00]) = ;£ ([a, +o0)),

sont mesurables pour chaque a € R. On voit que f “!(Ja,+oc]) est mesurable en 1’écrivant
comme réunion des f~'([a + L, 400]). Les cas des lim sup et lim inf s’obtiennent de fagon
analogue car s’écrivent respectivement comme inf et sup de suites de fonctions mesurables

positives. 0

Proposition 1.8. i) f : X — C est mesurable si et seulement si Re(f) et Im(f) sont mesu-
rables.
i1) Les sommes, produits et modules d’applications mesurables X — C sont mesurables.

Démonstration. 1) Supposons f mesurable. Comme h o f est mesurable pour toute application
continue h : C — R (Proposition 1.6) et comme les applications Re : C — Ret Im: C — R
sont continues, Re(f) et Im(f) sont mesurables. Pour la réciproque, via I'identification usuelle
de C et R?, il suffit de vérifier que si u,v : X — R sont mesurables, 'application F : X — R2
définie par F(z) = (u(z),v(x)) est mesurable. En effet, comme tout ouvert U de R? s’écrit
comme une réunion dénombrable U, en]an, bn[X]cn, dn| (voir Exercice 1), on a

FHU) = UnenF  (Jan, bn[X]n, dn]) = Unente " (Jan, bn]) N0~ (en, dnl)

qui est mesurable. Le résultat suit de la Proposition 1.6.

i1) |f| est mesurable car de la forme h o f avec h continue. Pour les sommes et produits, il
suffit de considérer les parties réelles et imaginaires d’apres 4). Il suffit alors de considérer les
sommes et produits de fonctions mesurables réelles qui sont mesurables car de la forme G4 o F’
et Gx o F avec G+ (u,v) = u+ v et Gx(u,v) = uv qui sont continues sur R?. O

Terminons en considérant une classe particulierement intéressante de fonctions mesurables :
les fonctions étagées.

Définition 1.9. Une fonction s : X — C est dite étagée si elle est mesurable et prend un
nombre fini de valeurs.

On vérifie facilement que si s est étagée et si a1, ..., an sont les N valeurs distinctes qu’elle
prend, elle s’écrit

s = Z AEX Sy Sk = f_l({ak'})v (1'2)

ot chaque Sk est mesurable et xs, est sa fonction caractéristique 3. Dans cette décomposition
(dite canonique), on a UrSky = X. Notons au passage que la fonction caractéristique xa
d’un ensemble mesurable A est étagée et que sa décomposition au sens de (1.2) est xa =
0 X xae+1xXxa.

Proposition 1.10. Les fonctions étagées forment un espace vectoriel.

Démonstration. Clairement, le produit d’une fonction étagée par un scalaire est une fonction
étagée et il y a juste a prouver que s + t est étagée si s et t sont étagées. Par une récurrence

3. ie vaut 1 sur Sy et 0 sur son complémentaire Sj



simple (sur N dans (1.2)), il suffit de considérer le cas ol s = arxs et ol t = Z]Ail Bixs; est
étagée quelconque (les S; sont disjoints et on peut supposer US; = X). Alors

M M
s+t= Z axsns; + Bixsns; + BiXsens; = Z(a + Bj)xsns; + Bixsens;

j=1 j=1

est mesurable comme somme de fonctions mesurables et prend un nombre fini de valeurs parmi
a+ Bi,...,a+ Bum,P1,...,0Mm, car leurs images réciproques sont données par les ensembles
disjoints SN S1,..., SN Sw,S°NS1...,5°N Sv qui forment une partition de X. O

La proposition suivante dit que les fonctions étagées approchent bien les fonctions mesu-
rables.

Proposition 1.11. Soit f: X — K = [0,4+0o0] ou C, une fonction mesurable.

i) Si K = [0, 400], il existe une suite croissante de fonctions étagées a valeurs dans [0, +00[
convergeant vers f ponctuellement.

i1) Si K = C, il existe une suite (sn) de fonctions étagées a valeurs dans C convergeant vers f
ponctuellement, et telle que |sn| < |f].

Démonstration. i) 11 suffit de considérer
n2™ ] 1
= 21 o X1 (52 e [) T X~ (o)) (1.3)
i=
i) On décompose f = ut —u~ +i(vt —v7), avec u = Re(f) et v = Im(f). Les fonctions u™®, v*
sont mesurables (Propositions 1.7 et 1.8) et & valeurs dans [0, +o0o[ donc on peut trouver des
suites croissantes de fonctions étagées positives (7, ), (tn), (xn), (yn) telles que

Tn—>u+, tn, —u :pn—>v+, Yn — V_.

Cela implique que sy 1= Tn — tn + i(Tn — yn) est mesurable et tend vers f. En outre, chaque
sn est étagée d’apres la Proposition 1.10. Enfin, on remarque que

Irn —tn| <lul et |on —yal <ol
car, par exemple, si u(z) > 0, |u(z)| = u(z) = ut(z) > r.(x) > 0 (par croissance de la suite

(rn)) et 0 =u"(x) > tn(x) > 0 (par croissance de la suite (t»)). On en déduit que |s,| < |f].
(]

2 Mesure

Dans cette section, (X, M) désigne un espace mesurable.

2.1 Généralités

Définition 2.1. Une mesure p est une application p: M — [0, 400] o-additive, ie telle que

p(Ujen A;) = u(4;) € [0, 400, (2.1)

jEN
pour toute famille dénombrable (A;)jen d’éléments de M disjoints deux & deuz, ie

AjﬁAk:®7 si jF£k.



Terminologie. Le triplet (X, M, i) s’appelle un espace mesuré. Si u(X) < +o0, on dit que u
est une mesure finie. Si u(X) = 1, on dit que c¢’est une mesure de probabilité. Si X est réunion
dénombrable d’ensembles de mesures finies, la mesure est dite o-finie.

La propriété (2.1) sous-entend les régles de calcul suivantes dans [0, +o0] :
a4+ (+00) = 400 + a = +0o0, a € [0, 40o0], (2.2)

et N N
Z p(Ay) = lim_ Zl u(4;) = sup Zl p(A
J J= J=

En particulier, si 'un des A; est de mesure infinie (ie u(A;) = +00) la somme est infinie;
en fait, la somme est finie si et seulement si chaque A; est de mesure finie et si la série est
convergente.

Si p ne prend pas constamment la valeur 400 (ce qu’on supposera toujours), on a auto-
matiquement

() =0.

En particulier, la propriété (2.1) reste vraie si on consideére une famille finie d’ensembles dis-
joints 2 & 2, en la complétant en une famille dénombrable avec I’ensemble vide (.

Proposition 2.2. Pour tous A,B € M et toutes familles dénombrables (Cj)jen, (Dj)jen
d’éléments de M, on a

AcCB = n(A) < p(B), (2.3)

(Cj)jen croissante (C; C Cjt1) = w(U;C;) = lim p(C5), (2.4)
j—o0

(Dj)jen décroissante et p(Dg) < 00 = w(N;Dj;) = hm w(Dj). (2.5)

Démonstration. Pour (2.3), on pose Ag = A, A1 = B\ Aet Aj =0 pour j > 2, et (2.1) nous
donne p(B) = u(A) + u(B\ A) > pu(A). Pour (2.4), on pose Ag = Cp et A; = C; \ Cj_1 pour
7 > 1; ce sont des ensembles mesurables disjoints tels que U;A; = U;C; et, d’apres (2.1),
WON) =30 oy 1(A)) — 325 m(A;j) = p(U;jA;). Pour (2.5), on se ramene au cas croissant en
posant C} = Dy \ D] qui donne w(Do \ N;Dy) = u(U;C) = limy u(Cj) = limy (Do \ Dy).
Pour se débarasser du passage au complémentaire, on utilise que, pour A C Dg, u(A) =
w(Do) — u(Do \ A) (la différence a un sens car les ensembles sont de mesure finie). d

Une conséquence utile de cette proposition est que, si (M) en est une famille dénombrable
d’ensembles mesurables (mais pas nécessairement disjoints),

M;) <3 p(M;). (2:6)

En effet, comme U;M; = U,C, avec C,, = Mo U --- U M, qui est croissante, le terme de
gauche n’est autre que lim,, u(C,,) et il suffit de prouver que pu(Cp) < u(Mo) + - -+ + u(M,).
Ceci s’obtient aisément par récurrence en écrivant que p(Cry1) = p(Crn) + p(Crns1\ Cr) et en
remarquant que Crni1 \ Crn C Mpq1.

2.2 Ensembles négligeables

Définition 2.3. Une partie N C X est dite négligeable si elle est contenue dans une partie
mesurable et de mesure nulle, ie si

il existe M € M telle que N C M et pu(M)=0.

Si on veut préciser la mesure, on dit que N est p-négligeable.



Attention, cette définition ne dit pas qu'une partie négligeable est mesurable.

Définition 2.4. On dit qu’une proposition P est vraie presque partout (on note "pp”) si elle
vraie partout sauf sur un ensemble négligeable, ie si

{z € X | non P(x)} est négligeable.

Proposition 2.5. Une union dénombrable de parties négligeables est négligeable.

Démonstration. Soit (N;);jen une telle famille et soit (M;) en une famille de parties mesurables
telle que N; C Mj et u(M;) = 0. Alors U;N; C U;M; avec U;M; mesurable et de mesure
nulle d’apres (2.6). O

Définition 2.6. On dit qu’une mesure p est compléte si toute partie négligeable est mesurable.
Voici un critere de mesurabilité utile lorsque la mesure est compleéte.

Proposition 2.7. Supposons p compléte. Soient f,g : X — C deux fonctions quelconques.
Alors
f mesurable et f = g presque partout = g mesurable.

Démonstration. Soit N = {x € X | f(z) # g(z)}. Il est négligeable donc mesurable. Soit B un
borélien de C. Alors

g ' B)={zecX |g(zx)e By={x € X\N | f(x) € Bju{z € XN N | g(z) € B}.
Autrement dit g~!(B) est 1'union de f~!(B) N N° et d’un ensemble contenu dans N donc
négligeable (et donc mesurable). Ainsi 7' (B) est mesurable. O
Théoréme 2.8. Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit

M ={AUN | Ae M et N prnégligeable}.

i) M™ est une tribu.
i1) Si A1, A2 € M et N1, N2 sont pu-négligeable, on a

A1 UN; = A U N> = M(A1)=,U,(A2).
iii) L’application p* : M* — [0, 4o00] définie par
W(AUN) = p(A),

pour A € M et N p-négligeable, est une mesure sur M™ qui est compléte.

Remarque. Il est facile de vérifier que M* coincide avec ’ensemble des E C X pour lesquels
il existe A, B € M telsque A C E C B et u(B\ A) =0, ce qui est la définition de M™* utilisée
par Rudin.

Définition 2.9. La mesure u* s’appelle la complétée de .

Démonstration du Théoréme 2.8. i) Que X € M™ ainsi que la stabilité de M™ par union
dénombrable sont faciles & vérifier (utiliser la Proposition 2.5 pour I'union dénombrable). Pour
la stabilité par passage au complémentaire, si A € M et N C M avec M € M et u(M) =0,
il suffit d’écrire

(AUN)*=A°NN = (A"NM)U(A°NN°NM),



(car M© C N°€) et de remarquer que, dans le dernier membre, le premier ensemble est mesurable
et le second négligeable car inclus dans M.

i1) Si N1 C M1 avec M1 € M et u(M1) =0, 0on a A2 C A2 U N2 = A; UN; C Ay U My donce
p(Az) < (A1 U M) < p(Ax) + p(Mr) = p(Az). De méme p(Ar) < p(Az).

iii) Notons que p* est bien définie d’apres 4i). La o-additivité est simple & vérifier. On prouve
que p* est complete. Considérons N* C X qui est p*-négligeable, ie tel qu’il existe M™* € M™
vérifiant N* C M™* et p*(M™*) = 0. On peut écrire

M "=AUN

avec N C M, A,M € M et u(M) = 0. Dans ce cas p*(M™*) = p(A) et donc p(A) = 0. Mais
alors,on a N* = QU (ANN*UNNN*) € M* car ) € M et la parenthese est p-négligeable
car AN N™ ainsi que N N N* le sont (puisque contenus respectivement dans A et M). a

On termine avec la proposition suivante, souvent utile, sur les applications mesurables
relativement a la tribu complétée. On y utilise les notations du Théoréme 2.8.
Proposition 2.10. Si f : X — K =C ou [0, +00] est M*-mesurable, il existe g : X — K qui
est M-mesurable et telle que f = g p-presque partout.

Démonstration. On suppose d’abord que K = C. D’apres la Proposition 1.11, f est limite d’une
suite de fonction étagées de la forme

Sn = E Ak,n XSk n
k

ol, pour chaque n, la somme est finie et (surtout) les Sk, sont M*-mesurables. Ainsi, chaque
Sk,n séerit Ag n U Ng n avec Ay, M-mesurable et Ny ,, C Mg, ot My, est M-mesurable et
de p-mesure nulle. Considérons alors M := Un (Ux Mk ) qui est M-mesurable et de p-mesure
nulle, puis posons
gn ‘= XX\MSn = XX\M Z Ak,n XA n>
k

ou la deuxieme égalité suit simplement du fait que si ¢ ¢ M, © € Sk,n < = € Agn. Les
gn sont M-mesurables, car les Ay, et M sont M-mesurables. De plus, g,(x) converge pour
tout € X, vers 0 si x € M et vers lim, s,(z) = f(x) si z ¢ M. D’apres la Proposition 1.7,
g := lim g,, est M-mesurable et elle convient car coincide avec f sur X \ M.

Si K = [0, 4+-c0], on considere I = f~!({+o00}), qui est M* mesurable donc s’écrit I = AUN
avec Ae Met NCM, M e M et u(M)=0. Ainsi,

[ =X{f<+oo}f+00xa,  pourtout z € X \ M,

ie f coincide presque partout avec le membre de droite, dont le premier terme est M*-
mesurable & valeurs dans [0, +oo[ (donc égale presque partout & une fonction M-mesurable
d’apreés ce qui précede) et le second est M-mesurable & valeurs dans {0, +oco} C [0, +00]. Dol
le résultat.

3 Intégration
Dans cette section, (X, M, ) désigne un espace mesuré.

3.1 Fonctions positives

On définit une multiplication sur [0, +o0] en prolongeant celle sur [0, +oo[ par

+ooxa=ax (+o00) = oo, a €]0, +o0), (3.1)
+oox0=0x (+o0) = 0.



On peut vérifier les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité par rapport a +
(avec les régles (2.2)). On peut aussi remarquer que cette multiplication n’est pas continue en
(0,400) et (+00,0), mais ce défaut de continuité est sans incidence sur ce qui suit.

Définition 3.1. Pour une fonction étagée positive, s : X — [0, +00[, on définit son intégrale

sur X par
N
/ s dp = Z app(Sk),
X k=1

via la décomposition canonique (1.2) de s.

Noter que l'intérét des régles (2.2), (3.1) et (3.2) est de donner un sens & cette somme,
méme si I'un des A; est de mesure infinie. La regle (3.2) est "naturelle” (pour l'intégration)

car elle assure le fait que
/ 0du =0,
X

méme si X est de mesure infinie (noter que 0 est une fonction étagée). Remarquons aussi que
cette définition de I'intégrale n’exclut pas que fX s dp = 4o0.

Définition 3.2. Pour une fonction mesurable f : X — [0,+00], son intégrale sur X est

/ fdp= sup / s dpu.
X s étagée, J X
0<s<f

Ici 0 < s < f signifie 0 < s(x) < f(z) pour tout v € X.

On vérifie que cette définition est compatible avec la Définition 3.1, ie les deux définitions
coincident si f est étagée. La non plus, on n’interdit pas que fX f dp = +o0.

On a une premiere liste de propriétés de I'intégrale des fonctions positives.

Proposition 3.3. Pour toutes fonctions f,g: X — [0,+00] mesurables, on a les propriétés

f<g = /deM < /ng,u, (3.3)

/Xafd,u

Démonstration. Pour (3.3), on observe que {s étagées |0 < s < f} C {s étagées |0 < s < g}
donc le sup des [ s du est plus petit sur le premier ensemble que sur le second. Pour (3.4),
le résultat est évident si @ = 0. On suppose donc a €]0, +oo[ et on observe que lapplication
s +— «as est une bijection de ’ensemble {s étagées |0 < s < f} vers ensemble {t étagées |0 <
t < af} de sorte que

sup / tdu= sup / as duy = sup a/ sdu=a sup / s du,
t étagée, J X s étagée, J X s étagée, X s étagée, J X
0<s<f 0<s<f 0<s<f

o<t<af

a/X f du, a € [0, +o0]. (3.4)

car (3.4) est clairement vraie pour les fonctions étagées. a
Noter que I'on n’a pas donné la propriété d’additivité

/X(f+g) du:/xfdw/xgdu. (3.5)

Elle sera prouvée un peu plus loin comme conséquence du théoréme de convergence monotone
ci-dessous.



Théoréme 3.4 (de Beppo-Levi ou convergence monotone). Soit (f;)jen une suite de fonctions
mesurables X — [0, +00], croissante au sens ou

fo(x) < fi(z) < falz) < -+ pour tout x € X.

Alors
/ lim f; dp = lim / fi dp.

Rappelons que la fonction © — lim;_.o f;(x) est définie partout (suite croissante) et est
mesurable d’apres la Proposition 1.7.
La preuve du théoréme utilise le lemme suivant.

Lemme 3.5. Soit s: X — [0, +00[ une fonction étagée. Alors, lapplication

MBAHV(A):/sdu::/ sxa du,
A X

est une mesure.

Démonstration. On vérifie facilement que x as est étagée de sorte que 'intégrale a un sens pour
tout A € M. Il faut juste vérifier la propriété (2.1). On considére donc une famille dénombrable
(A;) en d’ensembles mesurables disjoints. Posons A = U;A;. En utilisant la notation (1.2), on

a
N

N
SXA = D OkXAXS, = D OkXSynA,
k=1

k=1

qui est étagée positive (on obtient sa décomposition canonique en ajoutant 0 X xae) et donc

N
v(UjA;) = /X sxa dp = opp(SkNA).

k=1

Mais, comme Sp N A = U; Sk N Aj, ot I'union est disjointe, on a u(Sk N A) = 3>, u(Sk N A;)
donc

N N
v(UjA;) =D onp(Sk N Ay) = Z/ > akxspna, dp = Z/ sxa; dp=>_ v(4;),
i k=1 i X k=1 i 70X j
qui est la propriété cherchée. O
Démonstration du Théoréme 3.4. On commence par noter que la suite [ f,dy a une limite car
elle est croissante, d’apres (3.3). Soit « sa limite. D’autre part, pour chaque n € N et chaque

x € X, fu(z) <lim; fj(x) = sup; fj(x), donc, d’apres (3.3), on a [y fn du < [ (limj—co f;) dp
dont on déduit que

a< / lim f; dp.
j—o0

Notons alors f = lim;_.c f;. Il reste & montrer que a > jX f du. Soit 0 < s < f étagée et
considérons, pour 0 < ¢ < 1, la suite croissante (avec n) d’ensemble mesurables

Cn={z € X | fu(z) > cs(zx)}.
On remarque que U,C,, = X :si f(z) = 0 ou s(x) = +oo alors z € Cy et si f(z) > 0,

avec s(z) < +oo, alors = est dans I'un des Cj, autrement f,(z) < cs(x) pour tout n et alors
f(z) < cf(x) ce qui est impossible. Par la propriété (2.4) appliquée a la mesure du Lemme

3.5, 0n a
limc/ sd,uzc/sdu.
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Mais aussi, d’apres (3.3) et (3.4), on a

/“hduz ﬁmuzc/ 5 dp.
X Ch

n

Par passage a la limite, on obtient donc o > ch sdyp pour tout 0 < ¢ < 1 et donc a > fx sdu
pour toute s étagée telle que 0 < s < f. Ceci prouve que o > fX f du. O

Théoréme 3.6 (Lemme de Fatou). Soit (f;)jen une suite de fonctions mesurables X —

[0, +00]. Alors
/ <li_m inf fj) dp < liminf (/ fi du) .

Démonstration. Posons gn(z) = inf;>, f;(x). Cela definit une suite croissante de fonctions
mesurables & valeurs dans [0, +oc], dont la limite est liminf; . f;. Donc par théoréme de
convergence monotone, on a

/ (liminffj) d/,L:/ lim g, du = lim / gn dp.
x j—o0 x n—oo n—oo [

Mais comme fx gn dp < fX f; dp pour tout j > n, un passage a la limite inférieure (en j)

montre que, pour tout n,
/ gn dp < liminf </ fi d,u) .
X J=ee X

On obtient le résultat en faisant tendre n vers oo. O

Théoréme 3.7. Soit (f;)jen une suite de fonctions mesurables X — [0, +o00]. Alors

Aih@—iLﬁw

En particulier, (3.5) est vraie pour toutes fonctions mesurables f,g: X — [0, +00].

Nous aurons besoin d’un lemme.
Lemme 3.8. Sis,t: X — [0,400 sont étagées, on a [\ (s+1t) du= [y sdu+ [t dp.
Démonstration. On écrit s = 37, arXs, et t = >, Bixr;, ol les sommes sont finies et les
ay (resp. B;) distincts. On peut supposer que les Sy et les T; forment (respectivement) une
partition de X, auquel cas les Uj;, := S, NT; également. Alors, en posant o, = ax et 7j, = 5j,
on a

S=D XU, b= TaXups  S+t=Y (05 + Tr)XU-
gk 3k gk
Cette écriture de s 4t n’est pas nécessairement sa décomposition canonique car les ojx + ;i
ne sont pas forcément distincts (pour des paires (7, k) différentes). Néanmoins, elle permet de
vérifier facilement que s + ¢ est étagée et que

/ sttdu=3 (o + T)n(Us),
X

gk

en groupant les (j,k) & o + 7, constants. Puis, comme

S ok +mnUpk) = YD axp(SkNTy) + D> Biu(SkNTy)

Jk

= Z o p(Sk) + Z Bin(Ty)
k J

= /sdqu/td,u,
X X

11



on a le résultat. O

z . s \ . . oo
Démonstration du Théoréme 3.7. Comme la suite ), f; converge en croissant vers » 72 fj,
le théoréme de convergence montone montre que

/X;ij du-JLH;Q/X];ij .

Il suffit donc de vérifier que [ 37, fj du = 3., [ fi du, ce qui se raméne par une
récurrence évidente au cas n = 2, ie & la propriété (3.5). Pour prouver celle ci, on considere
g,h : X — [0,400] mesurables et, grace & la Proposition 1.11, deux suites de fonctions étagées
gk, hi convergeant en croissant vers g et h respectivement. Alors gi + hi est étagée et converge
en croissant vers g + h donc le théoreme de convergence monotone montre que

/gdu: lim / gr du, /hd,u: lim hi du, /nghdp: lim / gr+hi du.
X k—oo | x X k—oo [x X k—oo [x

Mais, par le Lemme 3.8, [, gx +he dp = [ gr du+ [ hi dp, done [ g+hdp= [, gdu+
fx h dp en passant a la limite. D’ou le résultat. (]

3.2 Fonctions a valeurs complexes
Si f: X — C est mesurable, notons u = Re(f) et v = Im(f) de sorte que
f=ut—u +ivt —iv, (3.6)

ou chacune des fonctions intervenant dans cette décomposition est mesurable d’apres la Pro-
position 1.8. La Proposition 1.8 dit également que |f| est mesurable, & valeurs dans [0, 400,
ce qui donne un sens a la définition suivante.

Définition 3.9. £'(u), qu’on note aussi L1 (X, du), est ensemble des applications mesurables
X — C telles que

/ |f] dp < +o00.
b's

On dit qu’une fonction f est intégrable si f € L' (). Son intégrale sera définie ci-dessous par
(3.8).

L’ensemble £'(1) est un espace vectoriel car on a

/ laof + gl du < \al/ If] du+/ lg] dp < oo, a€C, f,ge L' (n), (3.7)
X X X

en utilisant (3.3), (3.4), (3.5) et |af + g| < |a||f| + |g|- De plus, comme 0 < u* < |f| et
0 < v* < |f|, on peut définir

/de,u::/Xqudu—/Xuf afu—i—i(/xv+d,u—/X'zfdu)7 (3.8)

chacune des intégrales étant un nombre réel de [0, +o00[. Cette définition est clairement com-
patible avec la définition 3.2, car si f est & valeurs dans C N [0, +oc0] (ie dans [0, +00]), on a
f=utetu =0t =0.

Proposition 3.10. L’intégrale est une forme linéaire sur £ (w), e
[ (ar+80) du=a [ rau+s [ gdu, (39)
X b's b's

pour tous o, 3 € C et f,g € L (). De plus, on a Vinégalité triangulaire

‘/Xf du‘é/x\fl . (3.10)
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Démonstration. Pour (3.9), on prouve séparément I’additivité (o« = 3 = 1) et ’homogénéité
(g = 0). Pour I'additivité, il est facile de voir qu’il suffit de considérer des fonctions & valeurs
réelles. Dans ce cas, on pose h = f +getonaalorsh=hT —h™ =(fT —f )+ (9" —g")
de sorte que

Y+ f +g =fT+g"+h.
En intégrant cette égalité ne faisant intervenir que des fonctions positives, la propriété (3.5)
montre que [AT + [ fT+ g7 = [fT+ [gt + [¢g™ et donc

o Lo e (- )« (- ).

qui est l'identité cherchée. L’homogénéité s’obtient en décomposant parties réelles et imagi-
naires, puis parties positives et négatives et en utilisant fT = (—f)* et (3.4). Pour démontrer
(3.10), on considere § € R tel que | [ f du| = e'? Jx faw = [y e f du. Cette dernitre
intégrale étant réelle, elle vaut [, Re(e" f) dp. En intégrant |f| — Re(e'’ f) > 0 puis en utili-
sant (3.3) et (3.9), on obtient le résultat. O

Théoréme 3.11 (Convergence dominée, version 1). Soit (f;)jen une suite de fonctions me-
surables X — C telle que

1. pour tout x € X, (f;j(x))jen converge dans C,
2. il existe g : X — [0, +00] telle que

/ g dp < 400 et |fi(x)] < g(z), pour tous j € N et z € X.
X

Alors, si on note [ la limite simple des f;, on a f € L' (u) et

/U—EMMHQ j— oo,
X

En particulier

[ gau=tm [ £ an
X I Jx

Démonstration. Notons d’abord que f est mesurable car limite simple des f;. On applique
alors le lemme de Fatou & 2g — | f — f;| : c’est une suite de fonctions mesurables positives donc

[ 29 dn= [ timint(zg | = 1) dpe < timint [ (2917~ £, d
X x J—oo j—oo X

Comme liminf; .o (a+ z;) = a+liminf; .. x; pour toute suite réelle (z;);cr et tout a € R,
et comme lim inf;_,o(—z;) = —limsup;_, ., z;, on en déduit que

/29 dué/ 29 du—limsup/(lf—fjl) du
X X J—o0 X

ce qui prouve que limsup,_, Jx(f = f;]) dp = 0. Cette suite étant positive, elle est donc

convergente vers 0. On voit aussi que f € £'(u) puisque [\ |f| dpu < [ |f—fil du+ [ | f;] dp
olt les deux suites sont bornées (la premiere tend vers 0 et autre est majorée par [ 9. O

Il est souvent utile, dans les applications, de savoir intégrer des fonctions définies sur un
sous-ensemble de X (ex. sur un ouvert de R?). Une définition naturelle est la suivante.

Définition 3.12. Si Y C X est une partie mesurable, on dit qu’une application f :Y — C
est intégrable sur'Y si son extension par 0 hors deY, f : X — C, est intégrable sur X. On

pose alors
[ 7 du= [ Fan.
Y X

Pour plus de détails a ce sujet, on renvoie a ’Exercice 3.
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3.3 Négligeabilité bis
Proposition 3.13. Soit f: X — [0, +00] mesurable. Alors

/fd,u:() & f=0 pp.
X

Attention & I’hypothése de positivité de f.
On va utiliser le lemme trés simple (et trés utile) suivant.

Lemme 3.14 (Inégalité de Markov-Tchebichev). Soit f : X — [0, +00] mesurable. Pour tout
A>0,

u({xeX|f<x>>A}>s§/deu.

Démonstration. Pour simplifier, on note {f > A} = {& € X | f(x) > A}. 1l suffit alors
d’observer que f > Ax(s>x} donc, par monotonie de 'intégrale (ie par (3.3)), on a

/X Fdp > Ma({f > A}).

ce qui est exactement le résultat. 0

Démonstration de la Proposition 3.13. =. On remarque que
. 1
p({e € X | f@) 2 0) = u((f >0 = i u (17> 1)) =0,

en utilisant (2.4) et le Lemme 3.14 qui montre que ({f > %}) = 0 pour tout j > 0.
<. On peut par exemple remarquer que f < +cox{r>o0} et

[ +ooxirson du=oon (s > 0}) =0

en vertu de la regle (3.2). Une autre fagon de procéder (qui évite le recours & +o00) est de voir
que f est la limite ponctuelle de la suite croissante

fn= min(m f)X{f>0}

et d’utiliser le théoreme de convergence monotone en remarquant que [ fn dp < nu({f >
0}) = 0. O

Dans le méme esprit, on a un autre résultat utile dans la pratique.

Proposition 3.15. Soit f : X — [0, +0o0] mesurable. Si fo dp < 400, alors f est finie
presque partout.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer que {f = 400} est négligeable ou, de fagon équivalente,
que Npen{f > n}, est négligeable. Par 'inégalité de Markov-Tchebichev, on a

u({f>n}>s%/;fdu, n>0.

Comme les ensembles {f > n} décroissent et sont de mesure finies (& partir de n = 1), (2.5)
montre que p(Nnen{f > n}) =lim,—o p({f > n}) =0. O

Une conséquence importante de la Proposition 3.13 est la suivante.
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Proposition 3.16. Soient f,g € L' (u). Alors

f=g9 pp = /de;t:/xg du. (3.11)

Lorsque f et g sont a valeurs réelles, on a aussi
f<g pp = /fdMS/gdu. (3.12)
X X

Démonstration. Pour (3.11), il suffit d’écrire que | [ fdu — [y gdu| < [y |f — gldpu = 0. Pour
(3.12), il suffit, par linéarité, de prouver que [, (g — f) dp > 0. Cela suit de (3.3) et (3.11) qui
montrent que fX(g —f)du= fX(g — f)Xtg—f>0y dp > 0. a

Théoréme 3.17 (Convergence dominée, version 2). Soit (f;)jen une suite de fonctions me-
surables X — C et f: X — C mesurable telle que

1. pour presque tout x € X, lim;_o f;(z) = f(x),

2. il existe g : X — [0, +00] telle que

/ g dp < 400 et |fi(z)] < g(z), pour tout 7 € N et presque tout © € X.
X

Alors, f € L' (u) et
X

En particulier

/ f dp= lim / fi du.
X J7eeJx

Remarque. Le ”"pour tout j € N” et le "presque tout x € X” peuvent étre permutés dans
Phypothese 2 (voir Exercice 2).

Démonstration. L’idée est de se ramener au Théoreéme 3.11 en modifiant les fonctions sur des
ensembles négligeables pour avoir des propriétés vraies partout au lieu de presque partout.
Fixons M; € M de mesure nulle tel que f;(z) — f(x) pour tout x € X \ M;. Considérons
My € M de mesure nulle tel que |f;(x)] < g(z) pour tout j € N et tout z € X \ Ma. Alors,
I’ensemble M = M; U M2 est mesurable, de mesure nulle et les fonctions

fi = Fixne, = fxnre, g = gxme

vérifient les hypotheses du Théoréme 3.11 : si x € M, fj(m) =0—0= f(:v) et siz e M C
X\ M, fi(z) = fi(z) — f(z) = f(z). De méme |f;(x)| < g(z) pour tout j et tout =. De plus
fx gdu= fx g du < oo d’apres la Proposition 3.16. On en déduit que fX |fi — f] du — 0 ce
qui donne le résultat puisque [y |f; — f| du = [ |f; — f| du Qapres la Proposition 3.16. [

Le Théoréme 3.17 est peut-étre la forme la plus usuelle du Théoréme de convergence
dominée, mais on peut donner encore d’autre variantes.

Variante 1. Si la mesure p est compléte, on n’est méme pas obligé de supposer f mesurable
car on peut utiliser la Proposition 2.7 : en effet, en utilisant les notations de la preuve ci-dessus,
f coincide presque partout avec la fonction f qui est mesurable car limite ponctuelle des f;
qui sont mesurables.

Variante 2. Si on ne suppose pas u compléte, on peut modifier I’énoncer du théoréme en ne
se donnant pas f a priori et en supposant seulement que les f;(z) ont une limite (finie) pour
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presque tout x. On peut alors affirmer [’existence d’une fonction f mesurable qui est, pour
presque tout z, la limite de f;(x) et vérifie fx |fi = f| dup — 0.

Nous venons de voir que si f; — f presque partout, avec une condition de domination,
alors [ « |fi = fld — 0. Voici une réciproque partielle de cette propriété.

Théoréme 3.18. Soient (f;)jen une suite de L'(u) et f € LY () telles que

[16-fldu—0 - (3.13)
X
Alors, il existe une sous-suite (f;, )ken telle que

fir = F, oD,

quand k — oo.

Lemme 3.19 (Borel-Cantelli). Soit (A;);jen une suite de parties mesurables telles que

Alors, presque tout x de X appartient a un nombre fini de A; (éventuellement aucun,).

Démonstration. Soit B le complémentaire, éventuellement vide, des x n’appartenant qu’a un
nombre fini de A;. On vérifie que

B = MNnenN (UjZnAj) .

En particulier, B est mesurable. En utilisant (2.5) et (2.6), on en déduit que

u(B) = lim p(Ujznd;) < lim D p(A;) =0,

jzn

d’ou le résultat. O

Démonstration du Théoréme 3.18. D’apres (3.13), on peut extraire une sous suite (fj, )ren
telle que [ |fj, — f| du < 27°%. Posons Ay, = {z € X | |f;,(z) — f(z)| > 27*}. Par inégalité
de Markov-Tchebichev, on a

w(Ay) < 2F27%F = 97F,

Mais alors, par le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout x € X, il existe k, € N tel que
x ¢ Ay pour tout k >k, * et donc |fy, (z) — f(x)| < 27" pour k > ks. O

4 La mesure de Lebesgue

La majorité des résultats présentés dans cette section seront donnés sans démonstration.
C’est d’autant moins génant que le programme officiel de I’agrégation autorise & admettre la
construction de la mesure de Lebesgue.

Théoréme 4.1. On peut équiper R dune mesure A, définie sur une tribu M, ayant les
propriétés suivantes :

1. M contient la tribu borélienne; de plus, pour tout M € M, il existe A, B boréliens tels
que ACM C B et AX(B\A)=0,

2. X\ est complete,

4. car étre dans un nombre fini de A c’est étre dans tous les A7 pour k assez grand
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3. pour tout pavé P =)a1,bi[X -+ X]aaq,ba, avec a; < b; réels,

d
AP) =[] —ay),

j=1
4. A est invariante par translation, ie
Az + A) = A(4),

pour tous © € R? et A € M.

En outre, une telle mesure est unique au sens suivant : si pu est une mesure définie sur une
tribu contenant les boréliens, qui est invariante par translation et finie sur tous les compacts,
alors p est proportionnelle a X sur les boréliens.
Définition 4.2. \ s’appelle la mesure de Lebesgue. Si on veut faire apparaitre la dimension,
on note aussi \q.

En pratique, on note plus souvent [, f(z)dz (voire [ f tout simplement) que [o, f dA.
On note aussi £'(R?) pour £'()\).

Une conséquence directe du Théoréme 4.1 est que toute fonction mesurable par rapport a
M (en particulier Borel mesurable ou, a fortiori, continue), bornée et nulle hors d’un compact
est dans £* (Rd). En effet, si f est une telle fonction nulle en dehors d’un compact K, on peut
inclure K dans | — R, R[d avec R assez grand, et alors

[ @) do < o 2R)" < .

ol ||f|looc = supga |f|. Un cas particulier important de fonctions verifiant ces conditions est
celui des fonctions continues & support compact dont on rappelle la définition.

Définition 4.3. On note Cc(Rd) l’espace vectoriel des fonctions continues a support compact
(ie s’annulant hors d’un compact, dépendant de la fonction considérée).

Théoréme 4.4 (Lusin). Soit g : R? — C une fonction Lebesgue-mesurable, bornée et nulle
hors d’une partie de mesure de Lebesgue finie. Alors, il existe une suite (gn)nen de Ce(R?)
telle que

1. pour tout n,
llgnlloe < llgll®,

2. pour A-presque tout x,
lim gn(x) = g(z).

n—0o0
Si f est nulle hors d’un compact K et si §) est un voisinage arbitraire de K, on peut en plus
supposer les gn nulles en dehors de €.

Ce théoreme, ainsi que le Théoréeme 4.1, reposent sur le fait que la mesure de Lebesgue
s’obtient par le Théoréme de représentation de Riesz sur les mesures de Radon positives (ie
les formes linéaires continues positives sur C.(R?)%). Le Théoréme 4.4 utilise une propriété
de régularité de telles mesures, disant que tout ensemble mesurable A peut étre approché
”inférieurement” par un fermé et ”supérieurement” par un ouvert, au sens ou, pour tout
€ > 0, on peut trouver F fermé et O ouvert tels que F C A C O et A(O\ F) < e.

Nous verrons une application tres importante du Théoréme 4.4 dans la Section 5 (Théoreme
5.14) sur la densité des fonctions continues & supports compacts dans les espaces de Lebesgue.

Comme la tribu de Lebesgue est définie abstraitement, la proposition suivante est souvent
utile pour simplifier les questions de mesurabilité.

5. || - [loo est la norme uniforme usuelle supga | - |
6. ou, de facon équivalente, les distributions positives (voir les TD de M1 en F-EDP)
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Proposition 4.5. Pour toute f : R® — K = C ou [0, +00] Lebesgue-mesurable, il existe
g :RY = K borélienne, telle que f = g presque partout.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.10. g

Terminons par un théoreme tres important, la formule de changement de variables.

Théoréme 4.6 (Changement de variables). Soit ®: U — V = &(U) un C* difféomorphisme
entre owverts de R®. Alors, pour toute f intégrable sur V, la fonction

x = f(®(x)) |detd’ (z)|

est intégrable sur U et on a

/ £ ((2)) [detd (z)| de = / F)dy.
U

@)

5 Les espaces L”

Sauf dans le paragraphe 5.4, (X, M, u) désignera partout un espace mesuré quelconque.

51 p>1 fini

Dans la Section 3, on a vu £*(u) ensemble des fonctions mesurables f : X — C telles que
Jx |f| dp < 400. Plus généralement, pour p € [1, 400 on définit £P (1) comme I'ensemble des
fonctions mesurables f : X — C telle que [, |f|” du < co. Autrement dit

feru)y &  ffell(p.

Notons que £P(u) est un espace vectoriel car, par convexité de la fonction ¢ — ¢¥ sur [0, 400,
on a

[f(@) +g(@)" <27 (If @) +g(@)]"), weX, (5.1)

dont on déduit facilement que aof + g € LP(u) si f,g € LP(u) et a € C.

Si f € LP(u), on pose
_ ( » )1/,,
£l = /Xm w)

On verra plus loin qu'on a l'inégalité triangulaire ||f + g|l, < ||fllp + Ilgll» (inégalité de

Minkowski) et il est trivial que ||af||, = |af||f]|p si @ € C. Néanmoins, || - ||, n’est pas une
norme sur £P(u) puisque, d’apres la Proposition 3.13,

Iflb=0 & /If\”du=0 s  Iff=0pp =  f=0 pp,
X

donc la condition ||f]|, = 0 n’assure (en général) pas que f = 0 partout. Pour cette raison, on
considere la relation

f~yg & f=g9 pp.
On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence. On peut alors définir le "bon” espace
qui est LP ().

Définition 5.1. L’ensemble LP(u) est le quotient
LP(p) = L7 (n)/ ~ .

Ses éléments sont donc les classes d’équivalences, relativement a ~, des fonctions de L£P(u).
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On vérifie sans difficulté que LP(u) est muni d’une structure d’espace vectoriel, par le
raisonnement usuel sur les classes déquivalences : si fi ~ f2 et g1 ~ g2 alors af1+g1 ~ afa+g2
(pour tout a € C) donc si F,G € LP(u) admettent pour représentants respectifs f,g € L£P(u)
(ce qu’on note F' = {f}, G = {g}) on peut défnir sans ambiguité

aF + G :={af +g}
car cela ne dépend pas du choix de f et g. De méme, on peut poser

F|lp := [|f1lps

car si fi ~ fz,ie F'={f1} = {fo} alors [|fi[l, = || f2[[5-

En pratique, on confondra souvent un élément de L”(u) et 'un de ses représentants (on
fait tous les jours ce genre d’abus avec les nombres rationnels); on dira par exemple ”soit
f € LP(p)” au lieu de "soit f € £P(p) un représentant de F' € LP(u)”.
La propriété essentielle des espaces LP(u) est la suivante.
Théoréme 5.2. Pour tout réel p > 1, LP(u) est un espace de Banach pour la norme || - ||p.
Nous verrons plus loin que ce résultat est encore vrai pour p = oo.
L’énoncé du Théoreme 5.2 contient le fait que || - ||, est une norme, ce que nous n’avons
pas encore vérifié. Comme nous ’avons déja dit plus haut, cela utilise I'inégalité de Minkowski

(5.3) ci-dessous que nous commencons par démontrer. Notons que si p = 1, on a déja démontré
I'inégalité triangulaire (voir (3.7)). On suppose donc p > 1.

Proposition 5.3. Soient p > 1 réel et f,g: X — [0, +00] mesurables.
i) Inégalité de Holder. Si q est l’exposant conjugué de p, ie % + é =1, alors

fgdu < [P du v g* du v (5.2)
X X X

i) Inégalité de Minkowsks.

(/X(erg)" du)l/p < </X fr du)l/p + (/X 9" du)l/p. (5.3)

Par convention, (+00)Y? = (+00)V/? = +o0.

On verra plus loin que cet énoncé reste vrai pour p =1 et ¢ = oo (cf (5.7) et (5.8)).

Démonstration. i) On pose A = ([, f* du)l/p et B = ([yg° du)l/q. Si I'un des deux est
infini et Pautre non nul c’est évident car le membre de droite est infini. Si 'un des deux est
nul, disons A, alors f = 0 pp, donc fg = 0 pp, de sorte que l'intégrale de gauche est nulle et
le résultat est encore vrai. On peut donc supposer A et B finis et non nuls. On considére alors

f1:£7 gl:%

En particulier, fx fPdu= fX 9% dp = 1. En tout point = ol f1 et g1 sont finies simultanément,

on a alors . .
fi(@)gr () < 21Ty O
p q
car si I'une des deux est nulle c’est trivial, sinon cela suit de la convexité de ’exponentielle sur
Iintervalle d’extrémités log(f1(z)?) et log(gi(z)?). Comme fi et g1 sont finies pp (Proposition
3.15 appliquée & fV et gi), cette égalité a lieu presque partout donc, en lintégrant et en
utilisant (3.12), on obtient [ fg du < AB qui est exactement le résultat.
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i) Si [ (f+g)Pdu =0, c’est évident, tout comme si [, fPdu ou [, gPdu est infinie. On peut
donc se limiter au cas ol ces deux derniéres intégrales sont finies, et [ < (f+g)Pdu > 0. Notons
qu’alors cette derniére est également finie en vertu de (5.1), en utilisant que f et g sont finies
presque partout. Le résultat s’obtient alors en écrivant que (f+¢)? = f(f+9)? "' +g(f+g)P !
(ot1 il n’y pas de risque de (+00)° car p — 1 > 0) et en appliquant I'inégalité de Holder

[ruvortans ([ ra)” ([uroen)".

En effet, en ajoutant & cette inégalité son analogue pour g(f + p)?~', on obtient

</x Jrr >1/p " (/X a d“)ﬂ < [ gy d#)l/q,

ofl on peut simplier par le dernier facteur de droite qui est réel > 0 et vaut ([ (f +g)pdp)17
1,1

car - + = = 1.
P q

/X(f+g)p dp <

O =

Démonstration du Théoréme 5.2. Vérifions que || - ||, est une norme. L’homogénéité || AF||, =
|Al||F||p est triviale et 'inégalité triangulaire est donnée par (5.3). Enfin si F' € LP (), ||F||, =
0 signifie que fX |fIPdp = 0 pour un représentant f de F' (et donc pour tous). Cela implique
que f = 0 pp, et donc que F' = 0 (dans le quotient). On a donc bien une norme. Le point
délicat est la complétude. On considére une suite de Cauchy (Fr)nen. Pour montrer qu’elle
converge, il suffit qu’elle ait une valeur d’adhérence, ie qu’il existe une sous suite (F3, j) jen qui
converge. Pour chaque n, on considére un représentant f, € £P(u) de Fy, ; pour tout € > 0 il
existe no > 0 tel que, pour tous n,m € N

1/p
n,m > ng = </ \fnffm|pdu) < e
X

De cette propriété, on tire l’existence d’une suite d’entiers (n;),en strictement croissante telle
que _
anj+1 - fn]Hp < 277,

On définit alors les fonctions mesurables, & valeurs dans [0, +00],

J =]
gJ:Z|f"j+17fnj|v gzz‘fnj+17fnj|:
j=1 j=1

(g est limite croissante des gs). Par I'inégalité de Minkowski, ||g.s||, < 327 277 < 1, donc par
Lemme de Fatou

/ |g|pd,u:/ <1iminf\gJ|p> dp < lim inf </ lgsI” du) <L
X X J—o0 J—o00 X

Comme g|Pdu < 1, g est finie presque partout donc la série > . i1 — fn.)(x) converge
X Y j>1Unj 4 J
(absolument) pour presque tout x. Ceci implique I'existence d’une partie M mesurable, de
mesure nulle, telle que »° .~ (fn,;, — fn,) converge sur X \ M et 3=, [fn;, — fn;| = g sur
X \ M. Ainsi, en posant

f=fn +xx\01 Z Jrjpr = fnjs

j=1

qui est mesurable (Propositions 1.7 et 1.8 7)), on a

< [ fa |l + 19l
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de sorte que f € LP(p). De plus, comme f,; = fn, + Z‘j];ll Jrjp1 — fn;,on a
[frsl < |fal+1gl PP et fa; = f pp.

On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominé & la suite | f,, ; — f|?, car elle est dans
L' (1), tend vers 0 presque partout et est dominée, indépendament de .J, par (2|fn, | +2|g|)* €
LY (). Ainsi ||f — fa,llp — 0 et {f} (la classe d’équivalence) est une valeur d’adhérence de la
suite F,. O

Théoréme 5.4. Pour tout p € [1,4+00|, les fonctions étagées de LP(u) sont denses dans
LP ().

Cet énoncé ne dit pas que toutes les fonctions étagées sont dans LP(u) (ex. si u(X) = +o0,
les fonctions constantes non nulles ne sont pas dans LP(u)), mais qu’il y en a assez pour
qu’elles soient denses. On vérifie d’ailleurs facilement qu’une fonction étagée est dans LP(u) si
et seulement si elle est dans L' (u).

Démonstration. Soit f € LP(u). D’apres la Proposition 1.11, il existe une suite (sp)nen de
fonctions étagées convergeant ponctuellement vers f et telle que |s,(z)| < |f(z)| pour tout n
et tout z. Ainsi, s, € LP(u) et

[sn(@) = fa(@)[" =0 n—oo, et [sn(z) - f2)|" <2°|f(2)[",

ot 2P|f|P € L'(p) ne dépend pas de n. Cela permet d’appliquer le théoreme de convergence
dominée & |s, — f|P. Donc ||f — su|[5 = [y |sn — fIP dp — 0, ce qui est le résultat. O

Une conséquence souvent utile de I'inégalité de Holder est la suivante.

Proposition 5.5. Soient 1 < p1 < pa deuz réels et f € LP?(u). Alors

1—P1
P2 [ f]1p3-

[0 du < it # 0
En particulier, si p(X) < oo, on a LP?(p) C LP' (p) et

11
1l < u(X) 1 P2 || fl]p

Démonstration. Notons p = p2/p1 et g son exposant conjugué, qui vaut g = p2/(p2 — p1).
Comme [f|"* = [f["*xf20 et XF.o = Xfx0, 'inégalité de Holder nous donne

1/p 1/q o
Jotoe s (fLurs an) (o ) =iz 2 o'
X x «

La conclusion est alors facile. O

5.2 Lecasp=x

Une fonction mesurable g : X — [0, +00] est dite essentiellement bornée si il existe M € R
tel que

g(z) <M pour presque tout x € X.

Définition 5.6. On désigne par L7(u) l’ensemble des fonctions mesurables f : X — C
essentiellement bornées (ie telles que |f| est essentiellement bornée).
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On vérifie sans peine que £°° () est un espace vectoriel.

On va maintenant construire le candidat & devenir la norme || - ||oo (qui, comme pour les
LP(p) — LP(p) ne sera une norme qu’apres avoir quotienté).

Il n’est pas question de definir || f||oc par sup,cx |f(x)| car cette quantité peut étre infinie
méme si |f| = 0 presque partout (penser & f(z) = xzxg(z) sur R). Pour f € L£%(u), on
introduit

S={MeR|u{lfl> M}) =0}, (5.4)

c’est-a-dire ’ensemble des M telle que |f| < M presque partout. Comme f € L£%(u), cet
ensemble n’est pas vide. En outre, il est minoré par 0 car si M < 0, on a |f(x)| > M pour
tout x et pu ({|f| > M}) = p(X) # 0 (on suppose p(X) # 0 sinon la construction qui suit n’a
aucun intérét). On peut alors définir

[|/|]oc = inf S.

On appelle ||f||s la borne supérieure essentielle de |f|. Rappelons que la borne supérieure
(usuelle) dans R est le plus petit élément (donc la borne inférieure) de I'ensemble des majo-
rants. Ici il faut comprendre que S est ’ensemble des "majorants essentiels” et que la borne
supérieure essentielle est la borne inférieure de ces majorants essentiels. Le paralléle avec la
borne supérieure usuelle serait parfait si la borne inférieure S était en fait son plus petit
élément, dont 'existence n’est pas claire a priori (il y a seulement une borne inférieure). Heu-
reusement, c’est bien le cas! En effet, si on note 8 = inf S, par caractérisation de la borne
inférieure, on peut trouver une suite M,, de S qui converge vers ( et alors

{11 > B} = Unene{[f] > Mn}

car {|f| > M,} C {|f| > B} pour tout n (car M,, > 3) et si |f(x)| > B alors |f(z)| > M,, pour
au moins un n (sinon |f(z)| < B). Ainsi {|f| > B} est une réunion dénombrable d’ensembles
de mesure nulle donc est de mesure nulle, ie 8 € S. Ainsi

[|f]loc = min S. (5.5)

L’intérét de cette remarque (importante) est que
fI<M pp & |[flle <M. (5.6)
En effet, il est clair que si |f| < M presque partout, M € S et donc M > inf S = || f||s. En
revanche, si || f|loc < M (en particulier si il y a égalité), il n’est pas clair que |f| < M presque
partout si on n’a pas vérifié que ||f||o € S.
Cette équivalence implique notamment que, pour toutes f,g € £ (u) et tout o € C,

lleef + glloo < [l flloe + [lglloo, (5.7)

puisque pour presque tout z, |af(z)+g(z)| < |a||f(@)|+|g(x)] < ||| flloo+]g]loc- Avec a =1,
(5.7) est naturellement la version p = oo de l'inégalité de Minkowsi. Nous avons également
I'inégalité de Holder

[ 173l du < 1711l (59)
L’équivalence (5.6) implique aussi que
[fllc=0 &  f=0 pp. (5.9)
Notons enfin que,
f=grpp = |lfllec=llglloc- (5.10)

Une fagon de le justifier est de remarquer que |f(z)| < ||f]lc pour presque tout x, donc
19()| < |If |l pour presque tout o et ainsi |lglloo < [|flloc. De méme [|flloc < [lglloc.
On peut alors donner la définition de L™ (u).
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Définition 5.7. L’ensemble L*(p) est le quotient L2 (n)/ ~ pour la relation d’équivalence
~ d’égalité presque partout.

On vérifie & nouveau que c’est un espace vectoriel et que si F' € L°°(u) admet pour
représentant f € £°°(u), on peut poser

1E oo = [[floe
car c’est indépendant du choix du représentant d’apres (5.10).
Théoréme 5.8. L°°(u) est un espace de Banach pour la norme || - ||s.
Démonstration. Le fait que || - ||oo soit une norme résulte de (5.7) et de (5.9) (pour voir que

llaflloe > |l f|loc, on peut supposer o # 0 et on utilise ||f|loc < || |laf[|o). Montrons
la complétude. Soient (F,)nen une suite de Cauchy et, pour chaque n, f, un représentant de
F,. Pour tous m,n € N, il existe N, ,» C X mesurable, de mesure nulle, tel que

|[frn(z) = frm(@)| < |fn — frlloo, pour tout z € X \ Ny m.

Notons N = Un,mNn,m qui est mesurable et de mesure nulle, puis posons fn = Xx\N fn-
Chaque f, est encore un représentant de F;, et

1fa(@) = fn (@) < ||fn = fm|loo,  pour tout = € X. (5.11)

Or, pour tout € > 0, il existe ng tel que ||fn — fm||oo < € pour tous n,m > ng. Cela implique
que, pour tout © € X, (fn(z))nen est de Cauchy dans C. Si on note f(z) sa limite, f: X — C
est mesurable (Propositions 1.7 et 1.8 i)) et vérifie, en laissant tendre m vers +oo dans (5.11),

|fn(z) — f(z)] <, pour tout n > no et tout z € X.

Cela prouve d’une part que f est bornée sur X (car f, Vest) et que || fn—f|oo = ||fn—Fllooc — 0.
g

Théoréme 5.9. Les fonctions étagées sont denses dans L™ ().

Démonstration. Soit f € L™ (u). Quitte & séparer parties réelles et imaginaires, puis positives
et négatives (qui sont toutes dans L°°(u)) on peut supposer f a valeurs positives. Pour tout
n € N, on consideére la fonction s, donnée par (1.3). On a alors

0< f@) = sula) = > <f(:c) - ;1) Xgor (it o) T @) = X1 oy

ou le dernier terme est nul presque partout pour tout n > || f||e. Si f(z) < n, seul un des terme
de la somme peut-étre non nul, et il est compris entre 0 et 277, Ainsi |f(z) — sn(x)] < 277
pour tout n assez grand et presque tout = donc ||f — sn|lec — 0.

5.3 Dualité L — L9

Une conséquence immédiate et trés utile du Théoreme 5.2 est la suivante.
Théoréme 5.10. L’espace L*(p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f,9)r2 Z/XYQ dp.

On omet la vérification (immédiate) du fait que (.,.);2 est un produit scalaire. Notons
juste que fg est bien intégrable grace a I'inégalité de Holder. Comme dans tous les espaces de
Hilbert, on a en particulier

Iflla = sup |(f,9)rz]-

llgll2=1
Cette propriété se généralise aux espaces LP dans le sens suivant.
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Théoréme 5.11. Soit p € [1,+00[ et notons par g son exposant conjugué (ie % + % =1 si
p>1etqg=oco sip=1). Pour toute f € LP(u),

Ifllp = sup ’/ngdu“

[lgllg=1

Démonstration. Par inégalité de Holder, si g € L9(p), on a fg € L' (u) et

/ \Fal du < 11 £llollglle.
X

Cela prouve l'intégrabilité de fg et, par inégalité triangulaire, que |[, fg du| < [|f][, si
llgllq = 1. On va voir que 1’égalité est réalisée pour un g convenable. On peut clairement
supposer ||f||p # 0 sinon le résultat est trivial. L’idée est de choisir g tel que fg = cste x | f|P,
auquel cas la constante doit vérifier cste % || f||5 = ||f||p. Cela suggere de considérer

(2) = 0 si f(x)
TEZUIE 7L s f(a) #

0,
5.12
0. (5.12)

La mesurabilité est prouvée dans 'Exercice 4. Il y a juste a vérifier que ||g||q = 1. Sip =1,
q = o et c’est évident. Si ¢ est fini,

_ _ 1
[ gl du=11s17 [ 11 d = i [ 1517 dn =1,
. . 71 Jx

en utilisant I’égalité gp — ¢ = p (puisque gp = p + q). a
Remarque. La démonstration montre que SUP)||g|,=1 UX fg du’ = max||g||,=1 UX fa du| .

Terminons par un théoréme que nous admettrons (sa preuve utilise le Théoréme de Radon-
Nikodym pour les mesures complexes) mais dont il est bon de connaitre lexistence, d’autant
plus que son énoncé est simple. Nous verrons une preuve dans le cas particulier de R? dans le
chapitre sur la Convolution.

Théoréme 5.12. Sip est o-finie, alors pour toute forme linéaire continue ® sur LP(u), avec
p € [1,00][, il existe une unique g € L4 (), 1 < q < oo étant l’exposant conjugué de p, telle que

D(f) = /x fg du, pour toute f € LP(u).

En outre
l[2ruy+ = llglla-
Ce théoreme dit que le dual (topologique) de LP(u) s’identifie & LI (u), si p < oo. Noter

que si p = 2, ce n'est qu'une conséquence du théoréeme de représentation de Riesz pour les
espaces de Hilbert. Pour un contre-exemple lorsque p = oo, voir I’Exercice 12.

5.4 Espaces L? sur un ouvert de R?

Dans cette partie,  C R? est un ouvert et on désigne par LP(Q) I'ensemble LP(u) lorsque
X =Q et u = X est la mesure de Lebesgue sur €.

Nous allons compléter les paragraphes précédents par quelques remarques et résultats plus
spécifiques a la mesure de Lebesgue sur un ouvert.

Le premier résultat a pour but de nous rassurer sur les notations : pour les fonctions
continues, les notions de borne supérieure et borne supérieure essentielle coincident.
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Proposition 5.13. Soit f une fonction continue et bornée sur (2 (par exemple si Q est compact
et f continue sur Q). Alors

[[flloc = sup | f(z)],
€N

[|f]lec désignant le sup essentiel.

Démonstration. Comme |f(x)| < supgq |f| pour tout x, donc a fortiori pour presque tout
z, (5.6) montre que || f||coc < supg |f|. En fait c’est une égalité, sinon ||f]|e < supgq |f] et en
choisissant un M tel que || f||oc < M < supg |f], il y au moins un zo tel que | f(zo)| > M, donc
par continuité |f(z)| > M sur une boule ouverte B, de sorte que A({|f| > M}) > A(B) > 0 ce
qui donne une contradiction car {|f| > M} C {|f| > ||f||e} qui doit étre de mesure nulle. O

Naturellement, les espaces LP({2) ne contiennent pas que des fonctions continues (par
exemple, la fonction caractéristique de [0, 1] dans LP(R)) mais ils en contiennent beaucoup.
Nous allons voir en particulier que, si p est fini, les fonctions continues & support compact
sont denses dans LP(2). Les fonctions continues sont particulierement agréables en vertu de
la remarque suivante : si fi, f2 : @ — C sont continues, alors

f1, f2 continues sur 2 et fi = fo presque partout = f1 = f2 partout.

Ceci se voit comme dans la Proposition 5.13 : si |fi — f2| = 0 presque partout, elle est nulle
partout sinon |f1 — f2| > 0 en un point donc sur une boule ouverte, ce qui implique que f1 et f2
different sur un ensemble de mesure non nulle. L’intérét de cette remarque est le suivant : si une
fonction f continue sur Q est dans LP(€2), ie si la classe d’équivalence des fonctions mesurables
égales presque partout & f est dans LP(Q2), alors f est la seule fonction continue dans sa classe
d’équivalence. Autrement dit, il y a au plus une fonction continue dans une classe d’équivalence.
Cela permet d’identifier sans ambiguité, ie de maniére unique, une fonction continue et sa classe
d’équivalence et rend particulierement rassurant I'usage des fonctions continues

Théoréme 5.14. Pour tout p € [1,400[, l'espace C.(Q), des fonctions continues & supports
compacts dans Q, est dense dans LP(Q).

Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 5.15. II existe une suite croissante de compacts (Kn)nen de Q (Kn C Kny1 C Q),
telle que Q = UpenK,. On peut en plus supposer que, pour chaque n, K,11 est un voisinage
de K,

On appelle parfois une telle suite de compacts une exhaustion de Q.

Démonstration. Posons Q° := R?\ Q. La fonction d(z,Q°) := infyecqe |v — y| (ot | - | est
la norme euclidienne) est continue sur R? (c’est un exercice classique de montrer qu’elle est
Lipschitzienne) et comme Q° est fermé, on a x € Q < d(z, 2°) > 0. On considere alors

Kn = {z € R* | d(z,Q°) > n—1|—1 et |z] < n}.

C’est un compact de R?, car fermé (intersection de deux fermés), borné, et inclus dans © donc
un compact de 2. Les K, sont clairement croissants. Enfin, U, K, = , car si x € ) il existe
r > 0 tel que la boule ouverte B(z,r) est contenue dans Q. Cela implique que d(z,Q°) > r

et donc que z € K,, dés que r > n—l‘,—l et n > |z|, ce qui se produit pour n assez grand. Enfin
1

Knt1 contient {z € R? | d(z,Q°) > 33 et [z] <n+ 1} qui est ouvert et contient K, donc

est un voisinage de K, O

Démonstration du Théoréme 5.14. Soit f € LP(Q). 1l suffit de montrer que, pour tout € > 0,
il existe g € C.(2) telle que ||f — g||p < €. Fixons € > 0. D’aprés le Théoreme 5.4, on peut
trouver s étagée (et dans LP(Q2)) telle que

€
1 = sllo < £
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Notons ensuite x» la suite des fonctions caractéristiques des K, du Lemme 5.15. On a x»(z) T 1
(convergence en croissant) pour tout z € §2. Cela implique que ||s — xns||p — 0 quand n — oo,
par théoréme de convergence dominée (|s — xns|? — 0 et |s — xns|? = |1 — xa|P|s]? < [s|P €
L'(Q)). Donc, pour ng assez grand, ||s — Xno$||p < €/3 et

2¢

1 = xnaslly < 5

On applique alors le théoréme de Lusin 4.4 & x»,s : comme c’est une fonction bornée (elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs) nulle hors du compact Ky, on peut trouver une suite de
fonctions (gx)ren continues et supportées dans un voisinage de K, contenu dans €2, disons
Kny+1, telles que
gk () = Xng(2)s(x), Kk — oo,
pour presque tout z, et ||gk|loc < ||XnoS||oo POuUr tout k, ce qui implique la condition de
domination
|9k (@) = Xno (@) 5(2)[” < 27| X $[S0 Xm0 +1(2),
car le terme de gauche est nul si ¢ Ky,+1. Par théoréme de convergence dominée, on a alors
[|Xno$ — grllp — 0 quand k — oo, donc ||xn,s — gk||p < €/3 pour k assez grand. Cela montre
que
I1f = grllp <€

si k est assez grand, ce qui est le résultat cherché. O

Complément. On (re)verra dans le chapitre sur la convolution que les fonctions C* & support
compact dans  sont denses dans les L?(€2) pour p fini.

Le Théoréme 5.14 montre en particulier que LP(2) est le complété de C.(Q2) relativement

alanorme ([ |f[Pdx)'/P. Cest I'intérét principal de la mesure (et I'intégrale) de Lebesgue : elle
donne une description assez explicite de ce complété, certes en termes de classes d’équivalences
de fonctions mesurables mais ceci est plus explicite qu’un complété abstrait, constitué de classes
d’équivalences de suites de Cauchy !

Terminons avec une définition dont la connaissance et les propriétés élémentaires peuvent
étre utiles (& un agrégatif).
Définition 5.16. Pour p € [1, 0],

ferr () = pour tout compact K C Q, xxf € LP(Q).

loc

Ici xk est la fonction caractéristique de K.

Il est trivial, mais peut-étre pas inutile, de noter que la condition xxf € LP(Q) est
équivalente a xx f € L? (]Rd), avec la convention usuelle de prolonger par 0 hors de 2.

On a les inclusions :

L*(Q) < LI .(Q), 1<p< oo, (5.13)

loc

Ly, (@) < L{.(®), 1<p<g<oo. (5.14)

En particulier,

LP(Q) C Lie(),  1<p< oo
L’inclusion (5.13) est évidente car si f € LP(Q) et K C Q est compact, on a |xxf| < |f]
donc [[xxf|P < [, |fIP < co. L’inclusion (5.14) est une conséquence de la Proposition 5.5
(ie Tinégalité de Holder) et du fait que tout compact a une mesure de Lebesgue finie : si
feLrLl (), KCQest compact, on a

loc

1_1
Ixx fllp < AK) P4 |Ixx flla-
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6 Théoremes de continuité et derivation sous le signe

J

Dans cette partie, (X, M, ) est un espace mesuré. Conformément & la Définition 3.9, on
notera £'(X, du) pour £' (1) afin de spécifier le domaine (et surtout la variable) d’intégration.

Théoréme 6.1. Soient Y un espace métrique, Z C Y, yoo un point adhérent a Z et
F:XxZ—-C,

une application telle que
1. pour touty € Z, x — F(x,y) € LY(X, du),
2. il existe f € LY(X,dp) telle que,

pour presque tout v € X, lim F(z,y) = f(x), (6.1)

Y= Yoo
3. il existe g € LY(X, dy) a valeurs dans [0, +o0] telle que,
pour tout y € Z, pour presque tout v € X, |F(z,y)| < g(x). (6.2)

Alors
lim F(x,y)du(x / f(z)du(x

y—yoo Jx
La condition I autorise a considérer la quantité fx (z,y)du(z). La condition 2 donne le

candidat naturel & étre la limite de cette intégrale quand y — y~. La condition 3 est une

condition de domination qui permet de se ramener au théoreme de convergence dominée.

Commentaire sur la condition 3. Telle qu’elle est écrite, elle signifie signifie que pour
chaque y € Z, il existe N, C X négligeable tel que |F(z,y)| < g(x) pour tout x € X \ N,. 1l
faut a priori faire attention a la permutation du ”pour tout y” et du ”pour presque tout z”
car, I’énoncé

pour presque tout x € X, pour tout y € Z, |F(z,y)| < g(z), (6.3)

signifie qu’il existe N C X négligeable tel que |F(z,y)| < g(x) pour tout x € X \ N et tout
y € Y. La condition (6.3) est donc plus restrictive que (6.2) car elle demande qu’on puisse
choisir N, indépendant de y. Mais bien siir, si (6.3) est vraie, (6.2) l'est aussi.

Pour se ramener au théoréme de convergence dominée usuel, ie & une famille dénombrable
de fonctions, on utilise le lemme classique suivant (preuve en exercice).

Lemme 6.2. Soient Y un espace métrique, Z C Y et yoo adhérent a Z. Soient p : Z — C et
L e C. Alors

lim o(y) =1 & pour toute suite (Yn)nen de Z, (Yn — Yoo = @(yn) —1).

Y—Yoo

Démonstration du Théoréme 6.1. D’apres le Lemme 6.2, il suffit de montrer que pour toute
suite (yn)nen de Z tendant vers yoo, on a [ F(x,yn)du(z) — [y f( ). Soit (Yn)nen une
telle suite et notons

fu(z) = F(z,yn).
D’apres (6.2), pour chaque n on a

|fn(z)] < g(x) pour presque tout x € X,

avec [ + 9du < oco. De plus limnﬁoo fn(z) = f(z) pour presque tout z. D’apres le Théoréme
3.17, on a alors fX fo(z)dp — fX x)dzx, ce qui est le résultat cherché. |
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Théoréme 6.3 (Continuité). Soient Y un espace métrique et F : X XY — C, une application
telle que

1. pourtouty €Y, x — F(z,y) € LY(X,du),
2. pour presque tout © € X, y — F(z,y) est continue surY,

3. il existe g € L(X,dp) a valeurs dans [0, +o0] telle que,
pour tout y € Y, pour presque tout x € X, |F(z,y)| < g(x). (6.4)

Alors y — [ F(x,y)du(z) est continue surY .

Démonstration. C’est une application directe du Théoreme 6.1. Pour montrer la continuité en
un point (arbitraire) yo € Y, on se rameéne au Théoréme 6.1 en posant f(z) = F(z,y0) et en
posant Yoo = Yo.

Remarque pratique. Dans les cas concrets, par exemple oll Y est un ouvert de R? (ou
un espace métrique localement compact), la condition de domination (6.4) n’est pas toujours
valable globalement sur Y, mais le plus souvent sur tout compact de Y au sens ol1, pour tout
K compact de Y, il existe g € £'(X, dp) & valeurs dans [0, +-00] telle que

pour tout y € K, pour presque tout x € X, |F(z,y)| < gk (z).
En appliquant le Théoréme 6.3 & F restreinte & X x K, on voit alors que y — [ F(z,y)du(z)

est continue sur K, pour tout compact K de Y et donc continue sur Y.

Théoréme 6.4 (Dérivabilité & une variable). Soient I un intervalle ouvert deR et F : X xI —
C une application telle que

1. pour touty € I, x — F(x,y) € LY(X, dp),
2. pour presque tout x € X, y — F(xz,y) est dérivable sur I,
3. il emiste g € LY (X, dp) a valeurs dans [0, +00] telle que,

oF
pour presque tout x € X, pour touty € I, ’

—(x < g(x). 6.5
Dy ( 7Z/)’ g(x) (6.5)
Alors, pour tout y € I, x +— —%ly (:c,y) est intégrable et surtout

o [ P )dua)

est dérivable sur I de dérivée

([ rena@) = [ 9 @ nauts)

Remarque. La condition 8 dit, en I'explicitant, qu’il existe N C X négligeable tel que
oF
pour tout z € X \ N, pour tout y € I, Em (z,9)| < g(z).
Y

C’est une condition plus forte que de demander : pour tout y € I, |‘Z—1;(9L’7 y)| < g(z) pour
presque tout x. En effet, cette derniere condition dit que

oOF
pour tout y € I, il existe N, négligeable tel que pour tout € X \ Ny, ‘a—(m,y)‘ < g(x).
Y

On verra dans la démonstration qu’il est important que N ne dépende pas de y.
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On peut observer de méme que la condition 2 signifie 'existence de N C X négligeable tel
que
pour tout z € X \ N, pour tout yo € I, y+— F(x,y) est dérivable yo,

ce qui est plus fort que de demander : pour tout yo, y — F(z,y) est dérivable en yo pour
presque tout x.

Démonstration. Soit N C X négligeable tel que y — F(z,y) est dérivable sur I pour tout
z € X \ N. Soit M mesurable de mesure nulle tel que N C M et posons

F(z,y) = xx\m () F(z,y).

La fonction = — ﬁ’(:m y) reste intégrable pour chaque y et, bien sir,
[ Pemin@) = [ P, (6.6)
X

De plus, y — F(,y) est dérivable pour tout z € X :siz ¢ M, z ¢ N et c’est I'hypothese,

puis si x € M, y — F(z,y) est constante et nulle. En particulier, pour tout y € I et tout
z e X,

F o Floy+3) = Flay)
afy(% y) = am % )
ce qui prouve la mesurabilité de = +— @(x y) comme limite simple de fonctions mesurables.
Comme B—F(a: y) = (m y) pour presque tout = (ie z € X \ M) la condition (6.5) implique
que
oF s
pour tout y € I, = +— 8—(96, y) est intégrable sur X,
Y
ce qui est le sens précis de la condition "z — %—5 (z,y) est intégrable”, ie cette derniere fonction,

qui n’est définie que presque partout, coincide presque partout avec la fonction définie partout

T %(xy y). La encore, pour tout y € I,

/a (z,y)du(x /8 (z,y)du(x).

Il reste & vérifier que (6.6) est dérivable et de dérivée donnée par expression ci-dessus. Fixons
Yo € I et considérons la fonction définie sur X x Z := X x (I'\ {yo}),

F T,y) — F(z, Yo
Gla,y) = FOI =L 030),
Y—%Y
Vérifions les conditions du Théoréeme 6.1. D’abord yo est adhérent a Z. Puis, pour chaque
y € Z, c’est une fonction intégrable sur X. On vient aussi de voir que, pour tout « € X,
OF
G($7y) - aiy(a@yo): Y — Yo,
dont la limite est intégrable. Il ne reste donc qu’a obtenir la condition de domination. Par

théoréme des accroissements finis (si F' est & valeurs réelles, sinon on sépare parties réelles et
imaginaires), on a pour chaque z € X,

oF
|G (2, y)| < sup | =—(x,2)].
z€l Y
Comme % et % coincident sur (X \ M) x I, l’hypoth~ése (6.5) donne lexistence de N
négligeable tel que |G(z,y)| < g(x) pour tout z € X \ N et tout y € Z ce qui donne la
condition de domination souhaitée. O
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Théoréme 6.5 (Continue différentiabilité). Soient Y un ouvert de R et F: X x Y — C une
application telle que

1. pour tout y €Y, x — F(x,y) € LY(X,du),
2. pour presque tout x € X, y — F(x,y) est de classe C! surY,
3. il existe g € L(X, dp) & valeurs dans [0, +o00] telle que, pour tout j € {1,...,d},

OF
pour presque tout x € X, pour tout y €Y, ‘8—(1’7 y)’ < g(x). (6.7)
Yi
Alors, pour tout y € Y et tout j € {1,...,d}, z — %(:c,y) est intégrable. De plus,
J

y /X F(z, y)du(z)

est de classe C' sur'Y et pour tout j € {1,...,d}

aiyj (/X F(:my)du(x)) :/X g—;(az,y)du(m).

Démonstration. 1l suffit de vérifier que y — [, F(z,y)du(z) a des dérivées partielles (obtenues
en dérivant sous le signe intégral) et que ces dérivées sont continues. Pour Dexistence de
dérivées partielles, on se rameéne au cas 1-dimensionnel : tout point yo de Y a un voisinage de

la forme I1 X --- X Ig, avec I1,--- , I; intervalles ouverts et on obtient I’existence des dérivées

partielles sur un tel pavé par le Théoreme 6.4. Pour voir la continuité des dérivées partielles,

on applique le Théoréme 6.3 & [, %(x,y)du(m). O
J

Théoréme 6.6 (Holomorphie). Soient Z un ouvert de C et F : X x Z — C une application
telle que

1. pour tout z € Z, v+ F(zx,2) € LY(X,dp),
2. pour presque tout © € X, z — F(x,z) est holomorphe sur Z,

3. il existe g € L(X,dp) a valeurs dans [0, +o0] telle que,
pour presque tout x € X, pour tout z € Z, |F(z,2)|] < g(x). (6.8)

Alors, pour tout z € Z, x +— %—f(x, z) est intégrable. De plus,

= /X Fla, 2)dpu(z)

est holomorphe sur Z et

% (/X F(x,z)d,u(:v)) :/X%—Z(x,z)du(x).

Rappelons qu’une fonction f est holomorphe sur un ouvert de C si et seulement si elle est
de classe C' sur 'ouvert de R? correspondant, vue comme fonction de (Re(z), Im(2)), et si elle
satisfait la condition de Cauchy-Riemann

of _ _of . of

9z = ORe(z) | 'OIm{z) =

On a donc envie de croire que le Théoreme 6.6 est une conséquence du Théoreme 6.5. Nous
allons voir que c’est bien le cas, mais ce n’est pas clair a priori car les conditions de dominations
(6.7) et (6.8) ne sont pas les mémes : 'une estime les dérivées partielles, 'autre la fonction
elle-méme. La clef est la formule de Cauchy qui permet d’estimer les dérivées d’une fonction
holomorphe par la fonction elle-méme.

Démonstration. Exercice 5.
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7 Espaces produits, théoreme de Fubini

Dans cette section, on admet encore les résultats; on s’attache plutét a décrypter les
énoncés, notamment & préciser le sens de la mesurabilité des intégrales " partielles” (ie [ F(z,y)du(x)
et [, F(x,y)dv(y)) dans le théoréme de Fubini.

Définition 7.1. Soient (X, M) et (Y,N) deuz espaces mesurables. On appelle tribu produit,
notée M x N, la tribu engendrée par

{AXxB|AecMetBeN}.

Attention, M x N n’est bien siir pas le produit cartésien de M et N.

Proposition 7.2. i) Les projections tx : X XY — X et 7y : X X Y — Y sont mesurables.
it) Pour chaque y € Y, Uapplication ¥ : X 5 x — (x,y) € X XY est mesurable. De méme,
pour chaque z € X, r5 : y — (z,y) est mesurable de Y vers X x Y.

L’intérét de cette proposition est donner des critéres de mesurabilité. Par exemple, si
f: X —=Cetg:Y — C sont mesurables, 'application f ® g, ie

(f®9) (z,y) = f(x)g(y), rEX, yey,

est mesurable sur X X Y car s’écrit comme le produit des fonctions mesurables (f o wx) et
(g omy) (voir les Propositions 1.6 4), 1.8 iz) et 7.2 7)). Dans "I’autre sens”, si F': X xY — C
est mesurable, alors pour tout y € Y, F¥ : X — C définie par

F(z) = F(z,y)
est mesurable sur X car s’écrit F or?. De méme, pour chaque x € X, F, : Y — C, définie par

Fu(y) = F(z,y),

ie F' or,, est mesurable sur Y.

Hypothése importante. Dans ce qui suit, on se donne des espaces mesurés (X, M, u) et
(Y,N,v) avec
1 et v mesures o-finies.

Théoréme 7.3. Il existe une unique mesure, notée yu X v, définie sur M X N telle que
(1% v) (A x B) = u(A)v(B),

pour tous A € M et B € N.
Définition 7.4. La mesure u X v s’appelle la mesure produit.
Un critere trés commode pour prouver l'intégrabilité d’une fonction sur X XY est le suivant.

Théoréme 7.5 (Tonelli). Soit F : X xY — C une fonction mesurable (relativement a
M x N). Alors, les fonctions d valeurs dans [0, +00]

Xsoe [ Fepld) o Yoy [ Py die) (1)
Y X
sont définies partout et mesurables (respectivement par rapport ¢ M et N'). De plus

/X (/Y |F(z,y)| du(y)> du(x)=/y (/X |F(z,y)| du(&:)) du(y) < +oo,

et si cette valeur commune est finie alors F' est p X v-intégrable.

Notons que les intégrales de (7.1) sont bien définies car les applications |F;| et |F¥| sont
positives et mesurables, d’apres la Proposition 7.2.
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Théoréme 7.6 (Fubini). Soit F': X XY — C une fonction p X v intégrable. Alors
1. pour p-presque tout x € X, F, est v-intégrable sur Y et

T — /YF(a:,y) dv(y) (7.2)

est p-intégrable sur X,

2. pour v-presque tout y € Y, FY est p-intégrable sur X et

yH/ x,y) du(x)

est v-intégrable sur'Y,

3. on a

/X(/YF(J:,y) du(y)) dp(x /(/ F(z,y) du( )) du(y):/wad(”XV)'

C’est naturellement le point 8 qui est le plus intéressant (pour les calculs); les points 1
et 2 servent d’abord & justifier I'existence des intégrales intervenant en 3. Il ne faut pas pour
autant les oublier ! On verra d’ailleurs qu’ils sont utiles pour défnir la convolution.

Remarque. D’apres 1 (et de fagon analogue pour 2), Fy est v-intégrable pour u-presque tout
z. Cela signifie en particulier que la fonction (7.2) n’est en fait définie que p-presque partout.
Précisons donc sa définition. En séparant parties réelles et imaginaires, on peut supposer F' a
valeurs réelles et on 1'écrit ' = F™ — F~ (parties positives et négatives). D’apres le Théoréme
de Tonelli, [, F*(z,y) dv(y) et [, F~(z,y) dv(y) sont des fonctions définies partout sur X,
mesurables, et & valeurs dans [0, +00]. Ce méme théoréme de Tonelli combiné & 'intégrabilité
de F' montrent qu’elles sont intégrables car

[ ([ Fenaw) aew= [ raems [ e <o

En particulier, fY F* (z,y) dv(y) sont finies pour u-presque tout x et on peut définir

/nydu /F+xydu /F (z,y) dv(y)

des que chaque intégrale du membre de droite est finie. Autrement dit, si M est une partie M-
mesurable telle que p(M) = 0 et telle que [, F*(z,y) dv(y) sont finies pour tout z € X \ M,
on a pour tout z € X \ M

/Y F(z,y) dv(y) = xx\u (@) /Y F*(a,y) du(y) — xxoum (@) /Y F(z,y) dv(y),

ou la fonction de droite est définie (et finie) pour tout x € X et mesurable. Elle est aussi
intégrable. Ainsi le point 1 du Théoréeme 7.6 se précise de la fagon suivante :

1. (7.2) coincide p-presque partout avec une fonction M-mesurable qui est p-intégrable.

Le cas particulier de R¢.

On note par Ay la mesure de Lebesgue sur R?. Outre le fait qu’elle est o-finie, le résultat
fondamental qui permet d’utiliser le théoréme de Fubini dans R4 ~ R% x RY est le
suivant.

Théoréme 7.7. Soient di,d2 > 1 entiers. Alors Mg, +a, est la complétée de la mesure produit
>‘d1 X )‘dz‘
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On peut donc énoncer la version euclidienne du Théoréme de Fubini-Tonelli.

Théoréme 7.8. Soit F': RMT% — C une fonction Lebesque mesurable.
1) Les fonctions

v [ | F@y) da) et ye / \F ()] dAa, (z)
Rd2 RrR41

sont définies respectivement pour Aq, -presque tout x et \a,-presque tout y. De plus

L (L, renl dam) o = [ ([ 1F@n) @ ) b,

et si cette valeur commune est finie, alors F est Lebesgue intégrable.
i1) Si F' est Lebesgue intégrable,

1. pour Mg, -presque tout x € R4, F, est Ad, -intégrable sur R et

| F(z,y) dhay(y)
R92
est g, -intégrable sur R,

2. pour A4, -presque tout y € R, FY est Ad, -intégrable sur R et

y— F(z,y) dAa, (z)
R4
est Aq, -intégrable sur R,

3. on a

/wl ( |, Fawdis, (y)) dAa, ()

/R 0 < i F(z,y)dAa, (a:)) dAay (y)

/ F d\dy+d,.
R41+d2

Remarque 1. Le point i) est la partie ”Tonelli”. Il faut observer le changement par rapport
au Théoreme 7.5, avec l'introduction du presque partout. La subtilité vient du fait qu’étre
Lebesgue mesurable (ie Mg, t4,-mesurable) est une notion plus générale qu’étre My, X Mg,
mesurable.

Remarque 2. Rappelons aussi qu’intégrer des fonctions définies presque partout sous-entend
que ces fonctions coincident presque partout avec des fonctions Lebesgue mesurables et intégrables
ou & valeurs dans [0, +oo] (voir la Remarque apreés le Théoréme 7.6).

Remarque 3. Répétons que la mesure de Lebesgue est o-finie.

Dans le reste de cette section, on explique comment déduire le Théoreme 7.8 des Théoremes
7.5 et 7.6.

Si on note par My la tribu de Lebesgue sur R, A4, x Ad, nest définie que sur Mg, x Mg, et
il n’y a aucune raison a priori pour que Mg, 44, coincide avec cette tribu produit. Néanmoins,
la tribu produit est suffisament ”grosse” au sens ou on peut vérifier que

B(Rd1+d2) C Mg, Xx Mg, C Mg, +dsy, (7.3)

si B(R?1792) est la tribu borélienne. L'intérét de cette remarque est le suivant. Si F est une
fonction Mg, 4+4,-mesurable, la Proposition 4.5 montre qu’il existe une fonction borélienne G
telle que F' = G Aq;+d, Presque partout. Mais comme G est borélienne, elle est Mg, X Mg,-
mesurable d’aprés (7.3). Ainsi, F' coincide Ag, t4,-presque partout, donc Ag, X Aa,-presque
partout, avec une fonction borélienne G. C’est la premiere étape pour se ramener a une fonction
borélienne. La seconde étape est donnée par la proposition suivante, disant les applications
partielles coincident presque partout :

33



Proposition 7.9. Soient I : R&td2 _, C Ma, +d,-mesurable et G : R4td2 _ C porélienne
telles que F = G \g; X Mg, -presque partout. Alors, pour Aq, -presque tout x € R%,

F, =G, Ady -presque partout sur R%.

L’énoncé analogue a lieu pour FY et GY lorsque y € R%2.

Démonstration. Quitte a changer F' en F' — G, on peut supposer que G = 0. Soit alors N =
{F # 0}. Par hypothese, il existe M € Mg, x Mg, tel que

NCcM et (Aay X Agp)(M) =0.
Pour tout z € Rdl, on note alors
M, :={y €R® | (x,y) e M},  N,:={y€R® | (z,y) € N} = {y € R | F.(y) # 0},

et il s’agit de vérifier que, pour A4, -presque tout x, N, est Ag,-négligeable. Par le théoreme
de Fubini appliqué a la fonction indicatrice xas, qui est Mg, X Mg, mesurable, on a

Ay % Aay) (M) = /

R91

([, or@nirnm) da@ = [ rn0r)d@ =0,
R92 R4
ou la fonction z +— Mg, (M) € [0,+00] est définie partout et mesurable par le théoréme de
Tonelli. Comme elle est d’intégrale nulle, elle est nulle A4, -presque partout (Proposition 3.13),
ie

A:={z e R™" | \gy(M,) > 0}
est Aq,-négligeable. Siz ¢ A, on a Ay, (M,) = 0 et comme N, C M, (car N C M), Ny est Ag,-
négligeable donc mesurable par complétude de la mesure de Lebesgue. On a ainsi exactement
le résultat : pour Ag,-presque tout = (ie z ¢ A), Fy = 0 Ag,-presque partout (ie sur R \ N,).
O

Démonstration du Théoréme 7.8. 1l suffit d’appliquer les Théorémes 7.5 (pour 3)) et 7.6 (pour
i1)) & une fonction borélienne G qui coincide avec F' Aq, +4,-presque partout et de remarquer
que

L, Faniin) = [ 6@,

pour Mg, -presque tout z d’apres la Proposition 7.9, et de méme pour les intégrations par
rapport & y ou en remplacant |F| et |G| par F et G. d

A Exercices

Exercice 1. 1) Montrer que tout ouvert non vide de R? est une union au plus dénombrable
de pavés ouverts.
2) Montrer que tout ouvert non vide de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
de la forme (1.1).

La question 1) est utilisée dans la preuve de la Proposition 1.8 et la 2) dans la preuve de
la Proposition 1.7.

Solution. 1) Soit U un ouvert de R?. Pour = = (1,...,z4) € R et r > 0, on note
B(z,r) =|z1 —ryz1 +7[X - X]za — T, a0 + 7],

qui est la boule relative & la norme |z|o = max(|z1],...,|z|s). Pour tout ¢ € Q¥ NU (on peut
remplacer Q¢ par n’importe quelle partie dénombrable dense dans R), notons

I(q)={r>0] B(¢g,r) CU}.
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Chaque I(q) est non vide car U est ouvert. Sil'un d’eux est non majoré, alors il existe une suite
rn € I(q) telle que r, — 00, auquel cas on a RY = UnenB(gq, ) C U, et le résultat est clair
(U = R?). Sinon, tous les I(g) sont majorés et on peut considérer, pour chaque ¢ € Q? N U,

r(q) :=sup I(q).

On va montrer que

1(q) =10,7(q)]. (A1)

Tout d’abord, I(q) est un intervalle : si 1,72 € I(q) avec r1 < r2, alors [ri,r2] C I(q) car si
r € [r1,72], on a B(q,7) C B(gq,r2) C U. De plus inf I(q) = 0 car si r € I(q), alors ]0,7] C I(q)
par le méme argument. Comme 0 ¢ I(q), on a I(q) =]0,7(q)] ou ]0,7(¢)[. En fait r(q) € I(q),
car si r, est une suite de I(g) tendant vers r(g), on a B(g,7(q)) = UnB(q,Tn) €t cette union
est incluse dans U comme union d’ouverts contenus dans U. Ceci prouve (A.1). On en déduit
que B(g,7(q)) C U pour tout ¢ € Q¥ N U ce qui implique que

UgeganuBlg,7(q)) C U. (A.2)

Vérifions que c’est une égalité, ce qui donnera le résultat. Si x € U, il existe € > 0 tel que
B(z,€) C U. Par densité de Q¢ dans R?, il existe ¢ € Q% tel que

q € B(xz,¢€/3).
Comme |g — z|oo < €/3, on a alors
B(z,¢/3) C B(q,2¢/3) C B(z,e) C U.

Cela implique que ¢ € U et que r(q) > 2¢/3; ainsi € B(z,¢/3) C B(g,7(q)), ce qui prouve
que z est dans I'ensemble de droite de (A.2). D’oul le résultat.
2) Par définition de la topologie de R tout ouvert est une réunion quelconque d’intervalles de
la forme (1.1). Commengons par remarquer que, pour une famille (ax)xea quelconque (non
vide) de réels,
Uaealax, +oo] =] inf ax, +o0],
AeA

avec la convention que infyep ax = —oo si la famille des ax n’est pas minorée. Si l'inf est réel
(ie > —00), cette union s’écrit comme un seul intervalle ]a, +0o0], sinon on écrit par exemple

] — 00, +OO] - UnEN] —n, +OO]

Une union d’intervalles de la forme [—0o, ax[ se traite de fagon similaire. Il reste & considérer
une union de la forme
U = Uxealanr, bal,

avec les ax < by réels, c’est-a-dire un ouvert de R pour lequel on peut utiliser 1). O

Exercice 2. Soit (X, M, u) un espace mesuré. Pour n € N et © € X, on note par P,(x) une
proposition quelconque (ex. fn(x) > 0). Vérifier ’équivalence de 1) et ii) :

1) pour tout n € N, P, (z) est vraie pour presque tout z,

i7) pour presque tout © € X, P, (x) est vraie pour tout n € N.

(Ceci prouve en particulier la Remarque qui suit le Théoréme 3.17.)
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Solution. Explicitons i) et 43). 1) signifie
pour tout n € N, il existe N, C X négligeable tel que P,(x) est vraie pour tout € X \ Ny,
alors que 1) signifie

il existe N C X négligeable tel que P,(x) est vraie pour tout z € X \ N et tout n € N.

Clairement, i) = ) car, si ) est vraie, on obtient i) en prenant N, = N. Pour voir que
i) = 1), on suppose i) vraie et on considére

N := UnENNn-

C’est un ensemble négligeable (réunion dénombrable d’ensembles négligeables). Mais alors,
pour tout n, P,(z) est vraie pour tout x € X \ N, car z € X \ N,, puisque

X\ N =N°®=n;enNf C NS =X\ No.

Donc i1) est vraie. O

Exercice 3. 1) Soit M une tribu sur un ensemble X. Soit Y C X une partie quelconque de
X. Vérifier que

My ={ANY | Ae M}
est une tribu sur'Y.
2) Soient M wune tribu sur un ensemble X, Y € M une partie mesurable de X et f:Y —
K =R ou C, une application. Soit f: X — K le prolongement de f par 0 hors de Y. Montrer
que

f est mesurable relativement a M & f est mesurable relativement a My .

(On suppose K équipé de la tribu borélienne).
3) Supposons (X, M, ) mesuré et Y C X mesurable. Avec les notations précédentes, montrer
que

uy(ANY) :=u(ANY), AeM,

définit une mesure py sur (Y, My) et que, pour toute fonction mesurable f :' Y — [0, +o0],

/deuy:/deu.

4) Supposons X topologique et notons B(X) la tribu borélienne. Soit Y un borélien de X.
Montrer que

B(X)y = B(Y),
ot B(X)y = My avec M = B(X), et B(Y) est la tribu borélienne de Y .
5) Si p est compléte relativement a M et si Y € M, montrer alors que py est compléte
relativement a My .
Commentaire. Le but de cet exercice est de justifier la Définition 3.12. La question 4)
montre qu’il n’y a pas de piege quand on considere les tribu boréliennes, au sens ou considérer
les boréliens de Y (pour la topologie induite sur Y) ou les traces (ie intersection avec Y) des
boréliens de X revient au méme.

Solution. 1) est une vérification directe qui ne pose de probléme.
2) On vérifie aisément que si B C K, on a

—1 _ -1 71 _ f4(B) si0¢ B,
B =f7@Eny et f (B)_{fl(B)ch si0 € B.
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Donc, si f est mesurable et B un borélien de K, f~Y(B) € My. Réciproquement, si f est
mesurable, f~1(B) est de la forme ANY ou (ANY)UY*® avec A € M et donc, dans chaque

cas, f7}(B) € Mcar Y € M.
3) Le fait que py soit une mesure, ie la o-additivié de py, est immédiat. Puis, si f : Y —
[0, +00] est My mesurable, on vérifie que I'application

{0<s<f|sétagéesur Y} ds—35e{0<t<f|tétagéesur X},

ou s est lextension de s par 0 sur Y, est bijective. L’injectivité est triviale. Pour prouver
la surjectivité on choisit ¢t = ZakXSk dans ’ensemble d’arrivée (la somme est finie, les Sk
M-mesurables, les ax, > 0et 0 <t < f). Si ar # 0, on a nécessairement S, C Y car f (et donc
t) est nulle sur Y°. 1l est alors facile de voir que ¢ = § en posant s = Zak#) akXsy, +0x{t=01ny
ce qui prouve la surjectivité. Enfin, comme

/Y s duy = Zaku(S’k ny)= Zak,u(Sk) = /ngu

(vérification facile en utilisant que Sy C Y si o # 0), on en déduit que

sup /sduy: sup /gdu: sup /td,u,
s étagée, Y s étz?géc, X t étagég, X

0<s<f 0<s<f 0<t<F

ce qui est exactement le résultat.
4) D’apres 1), B(X)y est une tribu contenant tous les @ NY’, avec © ouvert de X, ie tous les
ouverts de Y. Donc B(Y) C B(X)y. Pour montrer que B(X)y C B(Y), on considére

T={B1UB2 | B1 € B(Y) et B, € B(Y°)} C P(X).

Il est facile de vérifier que 7 est une tribu sur X. De plus, tout ouvert 2 de X est dans
T car s'écrit (QNY)U (Q2NYF), ie réunion d’un ouvert de Y et d’un ouvert de Y°. Donc
B(X) C 7. Comme Y est un borélien de X, on a ANY € B(X) pour tout A € B(X). Donc
ANY €7 et s’écrit By U Ba avec B1 € B(Y) et By € B(Y¢); comme B est clairement vide,
ona ANY = B; € B(Y) pour tout A € B(X), d’ou le résultat.

5) Soit N C Y une partie py-négligeable. Il existe donc M = ANY € My, avec A € M, telle
que NCM=ANY et u(ANY)=0. Comme ANY est u-négligeable et comme N C ANY,
on a donc N € M, par complétude de p. Par conséquent N = NNY € My. a

Exercice 4. Prouver la mesurabilité de (5.12).

Solution. Il suffit de prouver la mesurabilité de
(@) _ f(@) :
Alw) = 4 T~ iy SHF@) #0,
0 si f(z) =0

Pour x € X et n > 1 entier, on considere

<

(z

an(z) = ———~—.

|f (@) +

Elle est mesurable (composée de la fonction continue z/(|z| + L) avec f). De plus, an(z) —

f(z)/|f(z)] si f(z) # 0. On en déduit que

3=

Ap = an X Xfz0 — A, partout,

ce qui prouve la mesurabilité de A car A,, est mesurable pour chaque n. O
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Exercice 5. Démontrer le Théoréme 6.6.

Solution. Via la caractérisation par la condition de Cauchy-Riemann, il suffit de montrer
que z — [, F(z,z)du(z) est C' comme fonction de (Re(z),Im(z)) et se dérive sous le signe
intégral. Il suffit méme de voir qu’autour de chaque zo € Z, il y a une boule B(zp,r) sur
laquelle c’est le cas. Ceci sera garanti par le Théoréeme 6.5 si on montre que pour chaque 2z il
existe r > 0 et g, & valeurs dans [0, +00] et intégrable sur X telle que

oF
pour presque tout z € X, pour tout z € B(zo,7), ‘

dRe(z) (2, Z)HQIT(Z)(% Z)‘ < gr(z).

Prouvons cette propriété. Soit N C X négligeable tel que z — F(x,z) est holomorphe sur Z
pour tout z € X \ N et tel que

|F(z,2)] < g(x), pour tous z € X\ N, z€ Z.

Soient alors zg € Z et r > 0 telle que B(z0,2r) C Z. Alors, par formule de Cauchy, pour tout
z € X\ N, on a pour tout z € B(zo,7),

F(x,z) = L/ Md( = L o IT(SCVZO—W&G)%Teing
I ' '

(—z o 2m 20 + 2rei? — 2

Cette expression se dérive sous le signe intégral (en utilisant par exemple le Théoréme 6.5!)
par rapport & Re(z) et Im(z). Comme |z — zo| < 7 et |{ — 20| = 27, on a |({ — 2)?| > 7* et donc

oF oF 4
9 _9r <=
s @2+ |y )] < Faa),
pour tout © € X \ N et tout z € B(zo,7). Le résultat en découle. O

Exercice 6. Soit (X, M, pn) un espace mesuré. Soient 1 < p < q deuz réels.
1) Montrer que, pour tout r €]p, q|, il existe un unique 0 €]0,1[ tel que

1 6 1-90
— =4 —. (A.3)
rop q

2) Supposons que f € LP(u) N LI (n). Montrer que, pour tout r €]p,q[, f € L" (1) et que,
A1l < 1A11RIF 17 (A4)

ot 0 est défini comme en ).
3) Montrer que si f € LP(u) N L% (), alors f € L™ (u) pour tout r €]p, oo et

p 1—P
1l < A1 oo ™

(Remarque : formellement, cette inégalité n’est autre que (A.4) en faisant ¢ = cc.)

-1y,

Solution. 1) 11 suffit de résoudre I'équation (en 6) qui donne 6 = (£ — %)/(
2) En remarquant que

1
p

1 ro 1 r(1-0)
- -7 et B S
p1 P q1 q
» . a
défnissent des exposants conjugués (ie i + % = 1) et que |f|" = |f|*t|f| 9, Vinégalité de

Holder nous donne

r(1-9)

Jousraes ([ 1 du)rp& ([iran) ™
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dont on tire immédiatement le résultat.
3) C’est encore plus simple! On majore simplement

/ I dp = / P du < LIS / 1P dpe = [1F11571F1E,
X JX JX
qui donne le résultat. a

Exercice 7. Soient (X, M, p) un espace mesuré et f : X — [0, +00] une fonction mesurable.
On rappelle que {f > t} signifie f~'(Jt, +o0]).
1) Montrer que

[ran= L > (A5)

Montrer que cette formule reste vraie si on remplace {f > t} par {f > t}.
2) En déduire que, pour p > 1 réel,

+oo
/X f7 dp=p / PS> 1) d. (A.6)

Solution. 7) On peut commencer par noter que t — u({f > t}) est décroissante, donc
borélienne, et & valeurs dans [0, +o00] donc son intégrale est bien définie (et vaut éventuellement
+00). Pour comprendre, I'idée de la preuve, supposons d’abord que f = ayxs, ie est propor-
tionnelle & la fonction indicatrice d’une partie mesurable S (on suppose a > 0). On a, par
définition méme de 'intégrale,

[ 7 du=auts).
X
Par ailleurs, on vérifie facilement que, pour tout ¢ > 0,

sit> a,

si0<t<a.

{f>t}—{“;

Ainsi oo N
|t > = [ )i = ous)

ce qui donne le résultat dans ce cas simple. Supposons a présent f étagée, ie
N
f= Z QEXS) > avec 0 < a1 <---<an et Si,...,Sy mesurables disjoints.
k=1

Dans ce cas, on vérifie que

1] sit>an,
{f>t}: SpU---USN si ag—1 <t < ag,
SiU---USy si0<t<ai,

de sorte que

+oco (%) N (9%
/ p{f>thHdt = / M(Slu---uSN)dtJrZ/ w(SpU---USN)dt
0 0 k=2"Y k—1
N

= a1 (u(S1) + -+ u(Sv)) + Y (ak —an—1) (u(Sk) + -+~ + u(Sn))

k=2
N
kzzlaku(sk) :/Xf dp.
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D’ou le résultat si f est étagée. Enfin, pour le cas général, on choisit une suite de fonction
étagées (fn)nen qui converge en croissant vers f. La croissance de la suite assure que, pour
tout ¢ > 0,

{fn >t} C{fur1 >t}

D’autre part, ona {f > ¢t} = Upen{fn > t}, carsi f(x) est réel et > ¢, on aura f(z) > fn(z) >t
pour un n assez grand et si f(z) = 4o0, alors fn(z) — +0o quand n — +oo de sorte que
fn(xz) >t pour n assez grand. Ainsi, pour tout ¢t > 0,

w({fo>t3) Tu{f >1}),  n—+oo,

ou | signifie "converge en croissant vers”. On peut donc passer a la limite avec le théoreme
de convergence montone dans les deux membres de [, fn dp = 0+°° w({fn > t})dt , ce qui
termine la preuve de (A.5).

Pour obtenir analogue avec {f > ¢}, on peut remarquer que, pour tout entier n > 1,

Uzt+ycif>ncifzn

ce qui nous donne
[Tz as [Tuarsmas [Caqrzma @

Par le changement de variable ¢t + 1 = s, I'intégrale & gauche vaut 1720 w({f >s})ds et

converge vers f0+°° w({f > s})ds, par théoreme de convergence monotone. On en déduit le
résultat en faisant tendre n vers +oo dans (A.7).

2) La formule (A.6) s’obtient par le changement de variable s = t* (sur |0, +00]) en appliquant
(A.5) avec fP, ie

—+o00

[ 7= [ﬁ({f"»})dw /Omu({f>sl/”})dsz AT e -

Exercice 8 (Lien avec l'intégrale de Riemann). Soient a < b deuz réels.
1) Soit f une fonction continue sur [a,b]. On note (temporairement) fab f(x)dxr son intégrale
de Riemann et on rappelle que

b n
a k=0
Montrer que
b
/ f(z)der =

ot lintégrale a droite est l'intégrale de Lebesgue.

f(x)dz,
Ja,b[

Supposons & présent f continue sur |a,b]. On rappelle que, sous réserve d’existence de la

limite (finie), on pose

b b

/ f(x)dzr = lim f(x)dx,

a e—0t a+e
auquel cas on dit que [ a une intégrale de Riemann généralisée (en a) convergente. Si cette
limite existe quand on remplace f par |f| on dit que intégrale est absolument convergente (et
on rappelle qu’absolue convergence = convergence).

2) Montrer que f a une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente si et seule-
ment si f est Lebesgue intégrable sur ]a,b| et qu’alors les deux intégrales coincident.
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Commentaire. Naturellement, (A.8) est 'expression de la convergence des sommes de Rie-
mann vers I'intégrale de Riemann de f, mais ce n’est pas la définition de 'intégrale de Riemann.
Toutefois, ce cadre (un peu) simplifié capture I'essentiel des arguments qui montrent que les
intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident pour les fonctions continues, lorsqu’il y a
absolue convergence.

Solution. Vue en TD.

Exercice 9. Soit f : [0, +oo[— C de classe C*. On suppose que, pour un p € [1,00[, f €
LP(RY) et f' € LP(RT). Montrer que f(x) — 0 lorsque  — oo.

Solution. 1l suffit de montrer que |f| a une limite & I'infini car, si c’est le cas, cette limite
doit étre nulle (sinon, il existerait ¢ > 0 et R > 0 tels que |f(z)| > ¢ pour > R auquel cas
on aurait [ |f|" > [ _ ¢’ = +00). Supposons p > 1 (le cas p = 1 est facile) et admettons un
instant que

F@P = [FO)F + /””(f’é| & )xf¢o|f\ (A.9)

qui n’est formellement que lidentité g(x) — g(0) = [" ¢'(t)dt avec g(t) = |f(t)|P. La fonction
entre parenthéses est dans L” car majorée en module par |f'| + |T| = 2|f'|. Par ailleurs, si g
est I'exposant conjugué de p, on vérifie (ou on sait bien) que | f|P~' € L?. Ainsi, par I'inégalité
de Holder, la fonction sous I'intégrale dans (A.9) est dans L' (R™) et I'intégrale donc une limite
(finie) quand z — 400, par théoréme de convergence dominée. Ainsi |f|P a une limite en +0o
donc |f] aussi et f — 0.

Le probléme est donc de préciser le sens de (A.9) et de prouver Cette formule Si f ne
s’annule pas, |f|? est C* et (A.9) est effectivement donnée par g(z) = [, ¢’ (t)dt avec

g(t) = |f(t)|P. Pour le cas général, on va approcher |f| par

+2

o 5 l 1/2 o
Foi= (1P +2g) . g=e

Clairement F,,(t) — |f(t)| pour tout ¢. De plus, comme F, ne s’annule pas, elle est C" et

P = g (07410 - 2900).

Enfin, en tout point,

pELFT (f % vk ) ol P,

car si f(t) # 0 c’est clair et si f(t) = 0 le terme de droite est nul et celui de gauche vaut

—pt(g(t)/n)""

qui tend aussi vers 0 quand n — co. Notons au passage que cela justifie la mesurabilité de la
fonction sous Pintégrale dans (A.9). Pour conclure, on note que 0 < t(g(t)/n)"/? < zg(t)"/? < z
sur [0,z] et que F1 > F,, > |f] et on en déduit que

IpF, () FE~ ()| < pFP~H () (I£/ ()] + =) € LY([0, 2], dt),

ce qui permet, & z fixé, d’utiliser le théoréme de convergence dominée et ainsi de justifier (A.9).
d
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Exercice 10. Montrer que, pour tout p € [1,00[, LP(R?) est séparable (ie qu’il existe une
famille dénombrable dense).

Solution. Pour k = (ki,...,kq) € 7%, posons
1 1 1 1
Ck—[k1_§7kl+§[ X"'X[kd_i»kd+§[~
Il est clair que U czaCr = R? et que les cubes Cy sont disjoints. Pour n € N, on pose
Ck,n = 2inck7 Xkn = XCpn

Il est & nouveau clair que la famille dénombrable (Cj. . )rez est une partition de R? en cubes
de coté 27™. Notons ¢, les centres de ces cubes, ie

Ck,n = 27n (kh e ,kd) .
Soit alors ¢ € C.(R%), et notons

Pn = Z @(Cr,n)Xkn-

kezd

Remarquons alors que si ¢ est & support dans un assez grand cube dyadique 2~ Cy, toutes les
n sont nulles hors de ce cube, et seuls un nombre fini de k£ ont une contribution non nulle
dans cette somme. Plus précisément, il existe K (n) fini tel que, pour tout = € R4,

en(@) =Y @(crn)Xrn(x)

keK(n)
et

sup [p(z) — ¢n(z)| < max sup |p(z) — p(ckn)l-
zER keK(n) ¢y, ,

Si ce maximum est nul, la fonction est nulle. Sinon, il n’est pas nul, on peut alors trouver pour
chaque j € K(n) un rationnel ¢; » tel que

|9j,n = #(cjn)| < max sup |p(z) = @(ckn)l,
keK(n) Chon

de sorte que, si on pose
Gn(@)= > Gmxsin(2),
JEK(n)
on a

IN

Sup lo(x) — on ()] Sup lo(x) — wn(z)| + Sup lon(x) — @n(2)]

< 2 max sup le(x) — @(ckn)l
Par uniforme continuité de ¢, le terme de droite tend vers 0 quand n — oo (car C,» est de
coté 27™), et on en déduit que
lle = @nlly — 0,

en utilisant que ¢ et les @, sont nulles hors d’un cube fixe 2Ny et majorées uniformément
par 3/[ip]oc-

Conclusion. Si N est fixé, n est fixé et si K(n) est un ensemble fini arbitraire, la famille
des fonctions de la forme @, qui est indexée par (gj,n);jcx(n) € Q%™ est dénombrable car
QF est dénombrable si F' est fini. Puis, si on garde seulement N fixe, ’ensemble de toutes les
fonctions @n, lorsque n € N et K(n) est comme dans la construction ci-dessus, est dénombrable
comme union dénombrable de dénombrables, car on peut l'indexer par U Q™ Puis, si on
prend la réunion sur N € N des ensembles ainsi construits, on obtient encore un ensemble
dénombrable. Cette partie dénombrable de LP (Rd) approche arbitrairement les éléments de
C.(R%) dans L?(R?). Comme C.(R?) est lui-méme dense, cette famille est dense. O
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Exercice 11. Montrer que L°(R) n’est pas séparable.

Solution. Par 'absurde. On suppose qu’il y a une suite de fonctions (f)nez de L (R) dense.
Pour n € Z, on note I, = [n,n + 1[ et x1,, la fonction caractéristique associée. On introduit

o 1 osi | fallzoor,) < 1/2
0 si ||fulleeq) >1/2°

et on considere la fonction mesurable bornée

= Z EnXI,, -

nez

11 suffit alors de remarquer que pour chaque n € Z,

1f = falloo@ 2 I1f = fallooon) = [1f 1o () = fnllnoe )] = en = [ fallLoe )] > 1/2,

pour obtenir une contradiction. O

Exercice 12. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue sur L™ (Rd) qut n’est pas de
la forme f— [ fg avec g € L*(R?). (Indication : Théoréme de Hahn-Banach.)

Solution. Soit fo € L>(R?%) qui n’est pas dans C.(R%). Par Théoreme de Hahn-Banach, il
existe une forme linéaire ® sur L>(R?) telle que

® =0 sur C.(RY) et O(fo) =1.

Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe g € L'(R?) telle que ®(f) = [ fg, pour
toute f € L®(R?). Alors, on a [ g = 0 pour toute ¢ € C.(R?). Si on admet un instant
que ceci implique que g = 0 pp, alors fog = 0 pp et donc ®(fo) = [ fog = 0 donne une
contradiction. Montrons que g = 0 pp. Considérons v, une suite de fonctions continues a
supports compacts telle que

Yn(z) =1 pour tout x € [—n,n] et 0< ¢, <1.

C’est facile d’en construire a partir du cas d = 1 avec une fonction affine par morceaux. Par
théoreme de convergence dominée, on a

/|¢ng—9| — 0.

1l suffit donc de prouver que [ |[¢ng| = 0 pour tout n. Par théoréme de Lusin, il existe une
suite @ € C.(R?) telle que ||pk|leo < 1 et

L@
@k(x) |L/1n(36)g($)|x¢"g7é0( )v k )

pour presque tout z € R¢ (la mesurabilité de la fonction & droite se prouve comme dans
IExercice 4). Par théoréme de convergence dominée, on a

/1%99% —>/|wng|, k — oo.

Or, pour toute ¢ € C.(R?), on a [ngp = ®(1np) = 0 car Pnp € Co(RY). Ainsi [ ¢ngpr =0
pour tout k donc [ |[¢,g| = 0. Comme n est arbitraire, [ |g| = 0. O
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Exercice 13 (Continuité des translations dans les LF(R%)). . Soit p € [1,00[. Pour tout
z € RY et toute f € LP(R?), on définit

(=) (y) = fly — ),

pour presque tout y. Montrer que si x — xo dans R?, alors 7of — Tao [ dans LP(RY).

Solution. C’est une application classique de la densité de C.(R?) dans LP(R%). Si ¢ € C.(R%),
x — T, est continue de R? dans LP(R?), c’est-a-dire, pour tout zo € RY,

[T — Taollp — 0, T — Xo.

En effet, si ¢ est nulle hors de B(0,n), 1o¢(y) = ¢(y — x) est nulle si y ¢ B(x,n) donc si z
reste au voisinage de xo, disons si |x — 20| < 1, alors p(y — ) est nulle si y ¢ B(zo,n+1) (car
ly — x| > |y — 0| — |zo — | > n). Ainsi, on a la condition de domination

lo(y — 2) — @y — 20)| < 2/|¢llcoX Bzt (¥), ¥ € Rz € B(wo, 1),

qui s’éleve & la puissance p en |p(y—x) —@(y—z0)|? < 2P||0||5% X B(g,n+1)(¥) €t dont le second
membre est intégrable et indépendant de . Comme p(y — z) — p(y — zo) — 0 quand x — 0,
par continuité de ¢, on en déduit que

1720 — Taoll2 = / oy — 7) — 9y — z0)Pdy — 0, = — zo.

Si maintenant f € LP (R‘i) est une fonction quelconque, alors en remarquant que 7, est linéaire
sur LP(R?) et que

7 £ = / 1y — ) Pdy = / F()Pdz = £

(via le changement de variable y — z = z, qui est de jacobien 1), on voit que, pour toute
® € CC (Rd)7

lI7e f = 7o £ I7e(f = @) + (7o = Tao®) = Tao (f = @)l

2/[f = #llp + 1Tz = Tao @llp- (A.10)

Fixons alors € > 0. Par densité de C.(R%) dans LP(R%), on peut trouver ¢ € C.(R%) telle
que ||f — ¢||<€/3. Puis, comme 7o — Tz,¢ quand & — xo, on peut trouver § > 0 tel que
[|T20—Tao@llp < €/3 st |x—z0] < §. Ainsi, d’apres (A.10), ||z f —Tuo f]] < € dés que |z—z0| < 4,
ce qui est le résultat cherché. O

IN

Exercice 14 (Inégalité de Jensen). Soit (X, M, ) un espace probabilisé (ie u(X) = 1). Soient
I un intervalle ouvert et @ : I — R une fonction conveze. Soit f € L'(u) est & valeurs dans I.
1) Montrer que (¢ o f)~ (la partie négative de p o f) est intégrable.

2) Montrer que [ f du € I.

3) Montrer que si (po f) est intégrable, alors

w(/deu)S/XwOfdu-

Indication. On pourra utiliser (et redémontrer) que ¢ est conveze si et seulement si

ey) —e(@) _ ¢(2) = oY) (A.11)
y—x - 2=y ' .

pour tous x < y < z dans I.
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1l existe une preuve trés courte, mais astucieuse, de 'inégalité de Jensen (voir Rudin par
exemple). On voudrait ici présenter une preuve intuitive, en révisant au passage quelques
propriétés des fonctions convexes.

Intuitivement, le point 3) (ie I'inégalité de Jensen) devrait suivre du fait suivant. Si s =
>k CkXs, est une fonction étagée (avec UpSy = X), on a

0 ( Ix du) — (Z aku(Sk)) < S ulsielon) = [ eosdn (A.12)

ol le point clef est 'inégalité, qui utilise le fait que >, u(Sk) = 1 ie que Y, apu(Sk) est
une combinaison convexe des aj. On voudrait alors obtenir le résultat pour une fonction
fe Ll(X7 du) quelconque via un passage a la limite en approchant par des fonctions étagées.
Ceci utiliserait notamment la propriété

/)(SnduHAfdu = w(/;(s"dﬂ>_>(p(/;(fdﬂ>’

qui est garantie si ¢ est continue. Nous allons pour cela revoir qu’une fonction convexe sur un
intervalle ouvert est continue.

Solution. On commence par quelques préliminaires sur les fonctions convexes. Montrons
d’abord la caractérisation de la convexité par (A.11). En effet, (A.11) équivaut a

o(y) < ZYo@) + L=Z0(2), (A.13)

zZ— Z—X

et comme y s’écrit comme la combinaison convexe Z=Yx + Y=L (avec z < y < 2), la convexité
de ¢ entraine (A.11). Réciproquement, si (A.11) est vraie pour tous z < y < z, alors (A.13)
aussi et en explicitant cette derniere avec y =tz + (1 —t)z et 0 < t < 1, on obtient la convexité
de .

Si I est ouvert, ¢ est continue. On montre la continuité a gauche puis a droite. Soit yo € I.
Alors, comme I est ouvert, il existe eg > 0 tel que [yo — €0, y0 +€0] C I. Si 0 < h < eg, (A.11)

nous donne
@(yo) — (yo —h) < h <‘/’(y0 +eo) — w(yo)) ’

€0

en prenant * = yo — h, y = yo et 2 = yo + €9. On obtient de méme

@(yo) — ¢(yo —h) > h <30(y°) — ol = 60)) :

€0

avec £ = Yo — €0, Y = Yo — h et z = yo. On en déduit la continuité de ¢ a gauche. La continuité
de ¢ s’obtient de fagon similaire.

On remarque enfin que ¢ ne peut pas décroitre plus vite que linéairement. Fixons yo € 1
et €0 > 0 comme ci-dessus. D’apres (A.11) avec = yo — €0, ¥ = Yo €t z > yo, on a

o(2) > (2 — o) (w(yo) —elyo - 60)) + ¢(yo).

€0

De méme (A.11) avec x < Yo, ¥ = Yo et z = yo + €0 donne facilement

pla) 2 (o = o) (L= 4 )

On en déduit ’existence de C' > 0 telle que, pour tout x € I,

p(z) > =C(|lz| +1). (A.14)
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1) Notons d’abord que ¢o f est mesurable car f l'est et ¢ est continue. D’apres (A.14), lorsque
o(x) =—p (z) <0,onap (z) <C(lz]+1). On en déduit que 0 < (po f)~ < C|f|+ C o
la fonction & droite est intégrable car |f| est intégrable et 1 est intégrable (car pu(X) < o).
Donc (¢ o f)~ est intégrable.

2) 1l s’agit de prouver que fx fdu > inf I et fx fdu < sup . Si le sup est 400 ou l'inf —oco
c’est clair. Supposons par exemple sup I = a € R. Par hypothese, f(z) < a pour presque tout
x donc [ fdu < a. Il ne peut pas y avoir égalité sinon [, (a— f)du = 0 avec a— f > 0 presque
partout donc a = f presque partout ce qui est exclu. On procede de méme avec l'inf si il est
fini.

3) On va obtenir le résultat en approchant f par des fonctions étagées, pour lesquelles on sait
le résultat vrai d’apres (A.12). On commence par remarquer que, sans perte de généralité, on
peut supposer 0 € I (sinon, on choisit ¢ € I et on remplace ¢(x) par ¢(x + c) et f par f —c).
On décompose ensuite f = f+ — f~ et on choisit deux suites de fonctions étagées s, et s,
telles que 0 < s < f* et st — f*. On pose fn = s} — s;;. Par convergence dominée, puisque
[fnl < |fl, ona [y fadp — [, fdu donc, par continuité de ¢,

() o 9)
/}(¢Ofndu—>/)(<p0fdu.

Comme ¢ est continue, on a o f,, — o f. Pour appliquer le théoréme de convergence dominée,
il reste & obtenir une condition de domination. D’apres (A.14) et le fait que |fn| < |f], on a

—CUfI+1) < =C(lfal +1) S po fa.

Cela nous donne une minoration. Pour avoir une majoration, on va prouver que

On veut maintenant voir que

@o fu < |e(0)|+ (po f)F

ce qui permettra de conclure car le membre de droite est intégrable. En effet, si f(w) > 0, alors
fw) = fT(w) et f~(w) = s, (w) = 0 donc fn(w) = s} (w). Dans ce cas,on a 0 < f,(w) < f(w)

et on peut écrire f,(w) comme combinaison convexe de 0 et f(w), ce qui nous donne, pour un

t€[0,1]
O)+ (po f)F ().
) <0. O

P(fn(w)) < tp(0) + (1 = t)p(f(w))

<l
On procede de méme si f(w) < 0 auquel cas f(w) < fo(w
Exercice 15 (Estimation de Schur). Soit K : R* x R — C continue et telle que

C1 := sup /\K(m7y)|dy < o0, Cs := sup /|K(m,y)‘dl‘ < oo.

zERD y€ER

1) Montrer que pour chaque ¢ € C.(R%), la fonction

wﬁmwuw:/meﬂw@

est bien définie sur R? et continue.
2) Montrer que pour tout p € [1,00], Ap € LP(R?) et

1—1 1
lAgll, < C1 P03 P llglln,

avec la convention que C|~ 1/p01/p Cy sip=co.

(Indication : on pourra utiliser l’inégalité de Hélder par rapport a y.)
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Solution. 1) A z fixé, la fonction y — K(z,y)p(y) est continue & support compact donc
intégrable. (Ag)(z) est donc bien définie pour tout x. Pour montrer la continuité de Ay, il
suffit de montrer que Ay est continue sur B(0,n) pour tout n > 0. Soit R > 0 tel que ¢ =0
& Dexterieur de B(0, R). Alors, par continuité de K sur le compact B(0,n) x B(0, R), il existe

C telle que B B
|K(z,y)| <C,  (z,y) € B(0,n) x B(0, R),

ce qui implique que
|K(z,9)ew)] < Cle(y)l,  (z,y) € BO,n) x RY,

puisque le deux membres de I'inégalité sont nuls si y ¢ B(0, R). Cette condition de domination
et la continuité de z +— K(z,y)p(y) sur B(0,n), pour tout y € RY, montrent que z
J K(z,y)¢(y)dy est continue sur B(0,n). Comme n est arbitraire, Ay est continue sur R
2) Si p = oo, le résultat suit simplement de

|Agp ()] S/\K(w»y)w(y)\dyé \le\oo/lK(:c,y)ldySCl\lwl\w

Supposons donc p € [1, 00| et notons ¢ son exposant conjugué. Par souci de clarté, on suppose
d’abord p > 1 pour assurer que q est fini. Alors

Ap()] < / K (2, 9)(y)|dy = / K (2, )] | (2, 9)] () dy,

(/ |K(z,y>|dy)1/q ([ i@ lemra) ” (A.15)

en utilisant I'ingalité de Holder. Ainsi

IA

Ap(z)|? < CP/1 / K (2, )|l 0(w)|"dy,

et par théoreme de Tonelli, puisque (z,y) — |K(z,y)e(y)| est continue sur R*? donc B(R?*?)-
mesurable et donc B(R?) x B(R%)-mesurable, on a

/ ( / |K<x,y>|\so<y>|f’dy> a= [ ( / |K<x,y>\|so<y>|de> dy < Callgll?

de sorte que
[1etards < ct/cal,

qui est exactement le résultat. Pour p = 1 la preuve est completement identique si ce n’est
quil faut remplacer (A.15) par [ |K(z,y)||¢(y)|dy. O
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