
Rappels d’intégration

Résumé

Ces notes ont été rédigées initialement pour des agrégatifs et sont basées en bonne partie
sur le livre classique de W. Rudin [R]. Nous n’y (re)démontrons pas les points les plus longs
(construction de l’intégrale de Lebesgue, théorème de Fubini) mais le reste du programme
standard de L3 y est revu (et redémontré) en détail, en insistant notamment sur les subtilités
liées à la négligeabilité. L’annexe A contient des exercices corrigés.
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1 Mesurabilité

Dans cette section X est un ensemble non vide.

Définition 1.1. Une tribu (ou σ-algèbre) M sur X est une partie de P(X) telle que

1. X ∈M,

2. A ∈M ⇒ Ac := X \A ∈M,

3. (Aj)j∈N famille dénombrable de M ⇒
⋃
j∈N Aj ∈M.

Le couple (X,M) est un espace mesurable. Une partie A ⊂ X est mesurable si A ∈M.

Exemple. P(X) est une tribu sur X.

Remarque. On vérifie facilement qu’une tribu est stable par intersection et union au plus
dénombrable (ie finie ou dénombrable).

Proposition 1.2. Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Définition 1.3. Si U ⊂ P(X) on appelle tribu engendrée par U la tribu⋂
M tribu,
U⊂M

M.

C’est la plus petite tribu contenant U .

Noter que l’ensemble des tribus contenant U (sur lequel on fait l’intersection) n’est pas
vide car P(X) en fait toujours partie.

Définition 1.4. Si O ⊂ P(X) est une topologie 1 sur X, la tribu engendrée par O s’appelle
la tribu borélienne sur X. Ses éléments sont les boréliens.

Définition 1.5. Soient (X1,M1) et (X2,M2) deux espaces mesurables. Une application mesurable
f : X1 → X2 est une application vérifiant

f−1(A2) ∈M1 pour tout A2 ∈M2.

Noter que dans Rudin, la définition d’application mesurable n’est donnée que dans le cas
où X2 est toplogique et M2 est la tribu borélienne.

Proposition 1.6. i) Une composée d’applications mesurables est mesurable.
ii) Si X2 est un espace topologique et M2 est la tribu borélienne, une application f : X1 → X2

est mesurable si et seulement si

f−1(U2) ∈M1 pour tout ouvert U2 de X2.

En particulier, si X1 est lui-même topologique et équipée de la tribu borélienne, toutes les
applications continues de X1 dans X2 sont mesurables.

Démonstration. i) Vérification immédiate.
ii) La nécessité est triviale. Pour la réciproque, on considèreM := {A2 ⊂ X2 | f−1(A2) ∈M1}.
On vérifie que c’est une tribu ; comme elle contient les ouverts, elle contient la tribu borélienne.
�

La droite numérique achevée. On note R = [−∞,+∞] = R∪{−∞,+∞}. On le munit de
la relation d’ordre naturelle prolongeant celle de R et on définit

[a,+∞] = {x ∈ R | a ≤ x}, ]a,+∞] = [a,+∞] \ {a},

1. ie X, ∅ ∈ O, O stable par intersection finie et par union quelconque
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ainsi que [−∞, a] et [−∞, a[ de manière analogue. La topologie de R est l’ensemble des parties

de R pouvant s’écrire comme réunion quelconque d’intervalles de la forme

]a, b[, [−∞, a[, ]b,+∞], avec a, b ∈ R. (1.1)

On peut vérifier facilement que

1. la topologie (usuelle) de R est la topologie induite par R (ie les ouverts de R sont les
intersection des ouverts de R avec R),

2. la topologie de R est métrisable, ce qui en fait un espace métrique compact homéomorphe
à [−π

2
, π

2
] (utiliser par exemple arctan prolongée naturellement en±∞ par±π

2
et considérer

la distance d(a, b) = | arctan(a)− arctan(b)| pour a, b ∈ R),

3. toute suite montone de R est convergente.

Dans ce qui suit, les espaces topologiques R,C et R sont équipés des tribus boréliennes.
On fixe également un espace mesurable (X,M).

Proposition 1.7. i) Une application f : X → R est mesurable si et seulement si

f−1(]a,+∞]) ∈M, pour tout a ∈ R.

ii) Si fj : X → R est mesurable pour chaque j ∈ N, les applications

sup
j
fj , inf

j
fj , lim sup

j→∞
fj , lim inf

j→∞
fj sont mesurables.

En particulier, si f : X → R est mesurable,

f+ := max(f, 0), f− := −min(f, 0) sont mesurables,

et la limite simple (si elle existe) d’une suite d’applications mesurables est mesurable.

Remarque. Noter que f− est à valeurs dans [0,+∞].

Rappelons que supj fj est la fonction définie par(
sup
j
fj

)
(x) := sup

j
fj(x), x ∈ X,

qui est bien définie car toute suite de R a une borne supérieure (éventuellement +∞) 2. Les
définitions infj fj , lim supj fj et lim infj fj sont analogues.

Rappelons aussi que, pour une suite aj à valeurs dans R (en particulier si elle est à valeurs
réelle),

lim sup
j→∞

aj := lim
j→∞

sj , sj = sup{aj , aj+1, . . .},

où la limite existe à coup sûr car la suite (sj)j est décroissante (la limite est l’inf de cette
suite). De même

lim inf
j→∞

aj := lim
j→∞

ij , ij = inf{aj , aj+1, . . .},

où (ij)j est croissante donc la limite est son sup.

Démonstration de la Proposition 1.7. i) L’un des sens est trivial. Pour l’autre, on remarque
d’abord que, pour tout a ∈ R,

f−1([−∞, a[) = ∪n≥1f
−1([−∞, a− 1

n
]) = ∪n≥1f

−1(]a− 1

n
,+∞])c ∈M.

2. c’est l’intérêt de considérer des fonctions à valeurs dans R.
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Mais alors f−1(]a, b[) = f−1([−∞, b[) ∩ f−1(]a,+∞]) ∈ M pour tous a, b ∈ R. Puis, comme
dans la Proposition 1.6, on considère M := {A ⊂ R | f−1(A) ∈ M} : c’est une tribu qui
contient tous les intervalles du type (1.1) et comme tout ouvert de R est réunion dénombrable
de tels intervalles (voir Exercice 1), elle contient tous les ouverts donc tous les boréliens de R.

ii) Posons f̄(x) = supj fj(x) et f(x) = infj fj(x). Il suffit de remarquer que

f̄−1(]a,+∞]) = ∪jf−1
j (]a,+∞]), f−1([a,+∞]) = ∩jf−1

j ([a,+∞]),

sont mesurables pour chaque a ∈ R. On voit que f−1(]a,+∞]) est mesurable en l’écrivant

comme réunion des f−1([a + 1
n
,+∞]). Les cas des lim sup et lim inf s’obtiennent de façon

analogue car s’écrivent respectivement comme inf et sup de suites de fonctions mesurables
positives. �

Proposition 1.8. i) f : X → C est mesurable si et seulement si Re(f) et Im(f) sont mesu-
rables.
ii) Les sommes, produits et modules d’applications mesurables X → C sont mesurables.

Démonstration. i) Supposons f mesurable. Comme h ◦ f est mesurable pour toute application
continue h : C → R (Proposition 1.6) et comme les applications Re : C → R et Im : C → R
sont continues, Re(f) et Im(f) sont mesurables. Pour la réciproque, via l’identification usuelle
de C et R2, il suffit de vérifier que si u, v : X → R sont mesurables, l’application F : X → R2

définie par F (x) = (u(x), v(x)) est mesurable. En effet, comme tout ouvert U de R2 s’écrit
comme une réunion dénombrable ∪n∈N]an, bn[×]cn, dn[ (voir Exercice 1), on a

F−1(U) = ∪n∈NF
−1(]an, bn[×]cn, dn[) = ∪n∈Nu

−1(]an, bn[) ∩ v−1(]cn, dn[)

qui est mesurable. Le résultat suit de la Proposition 1.6.

ii) |f | est mesurable car de la forme h ◦ f avec h continue. Pour les sommes et produits, il
suffit de considérer les parties réelles et imaginaires d’après i). Il suffit alors de considérer les
sommes et produits de fonctions mesurables réelles qui sont mesurables car de la forme G+ ◦F
et G× ◦ F avec G+(u, v) = u+ v et G×(u, v) = uv qui sont continues sur R2. �

Terminons en considérant une classe particulièrement intéressante de fonctions mesurables :
les fonctions étagées.

Définition 1.9. Une fonction s : X → C est dite étagée si elle est mesurable et prend un
nombre fini de valeurs.

On vérifie facilement que si s est étagée et si α1, . . . , αN sont les N valeurs distinctes qu’elle
prend, elle s’écrit

s =

N∑
k=1

αkχSk , Sk = f−1({αk}), (1.2)

où chaque Sk est mesurable et χSk est sa fonction caractéristique 3. Dans cette décomposition
(dite canonique), on a ∪kSk = X. Notons au passage que la fonction caractéristique χA
d’un ensemble mesurable A est étagée et que sa décomposition au sens de (1.2) est χA =
0× χAc + 1× χA.

Proposition 1.10. Les fonctions étagées forment un espace vectoriel.

Démonstration. Clairement, le produit d’une fonction étagée par un scalaire est une fonction
étagée et il y a juste à prouver que s+ t est étagée si s et t sont étagées. Par une récurrence

3. ie vaut 1 sur Sk et 0 sur son complémentaire Sck
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simple (sur N dans (1.2)), il suffit de considérer le cas où s = αχS et où t =
∑M
j=1 βjχSj est

étagée quelconque (les Sj sont disjoints et on peut supposer ∪Sj = X). Alors

s+ t =

M∑
j=1

αχS∩Sj + βjχS∩Sj + βjχSc∩Sj =

M∑
j=1

(α+ βj)χS∩Sj + βjχSc∩Sj

est mesurable comme somme de fonctions mesurables et prend un nombre fini de valeurs parmi
α + β1, . . . , α + βM , β1, . . . , βM , car leurs images réciproques sont données par les ensembles
disjoints S ∩ S1, . . . , S ∩ SM , Sc ∩ S1 . . . , S

c ∩ SM qui forment une partition de X. �

La proposition suivante dit que les fonctions étagées approchent bien les fonctions mesu-
rables.

Proposition 1.11. Soit f : X → K = [0,+∞] ou C, une fonction mesurable.
i) Si K = [0,+∞], il existe une suite croissante de fonctions étagées à valeurs dans [0,+∞[
convergeant vers f ponctuellement.
ii) Si K = C, il existe une suite (sn) de fonctions étagées à valeurs dans C convergeant vers f
ponctuellement, et telle que |sn| ≤ |f |.
Démonstration. i) Il suffit de considérer

sn =

n2n∑
j=1

j − 1

2n
χ
f−1([ j−1

2n , j2n [) + nχf−1([n,+∞]). (1.3)

ii) On décompose f = u+−u−+i(v+−v−), avec u = Re(f) et v = Im(f). Les fonctions u±, v±

sont mesurables (Propositions 1.7 et 1.8) et à valeurs dans [0,+∞[ donc on peut trouver des
suites croissantes de fonctions étagées positives (rn), (tn), (xn), (yn) telles que

rn → u+, tn → u−, xn → v+, yn → v−.

Cela implique que sn := rn − tn + i(xn − yn) est mesurable et tend vers f . En outre, chaque
sn est étagée d’après la Proposition 1.10. Enfin, on remarque que

|rn − tn| ≤ |u| et |xn − yn| ≤ |v|,

car, par exemple, si u(x) ≥ 0, |u(x)| = u(x) = u+(x) ≥ rn(x) ≥ 0 (par croissance de la suite
(rn)) et 0 = u−(x) ≥ tn(x) ≥ 0 (par croissance de la suite (tn)). On en déduit que |sn| ≤ |f |.
�

2 Mesure

Dans cette section, (X,M) désigne un espace mesurable.

2.1 Généralités

Définition 2.1. Une mesure µ est une application µ :M→ [0,+∞] σ-additive, ie telle que

µ
(
∪j∈N Aj

)
=
∑
j∈N

µ(Aj) ∈ [0,+∞], (2.1)

pour toute famille dénombrable (Aj)j∈N d’éléments de M disjoints deux à deux, ie

Aj ∩Ak = ∅, si j 6= k.
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Terminologie. Le triplet (X,M, µ) s’appelle un espace mesuré. Si µ(X) < +∞, on dit que µ
est une mesure finie. Si µ(X) = 1, on dit que c’est une mesure de probabilité. Si X est réunion
dénombrable d’ensembles de mesures finies, la mesure est dite σ-finie.

La propriété (2.1) sous-entend les règles de calcul suivantes dans [0,+∞] :

a+ (+∞) = +∞+ a = +∞, a ∈ [0,+∞], (2.2)

et ∑
j

µ(Aj) = lim
N→∞

N∑
j=1

µ(Aj) = sup
N

N∑
j=1

µ(Aj).

En particulier, si l’un des Aj est de mesure infinie (ie µ(Aj) = +∞) la somme est infinie ;
en fait, la somme est finie si et seulement si chaque Aj est de mesure finie et si la série est
convergente.

Si µ ne prend pas constamment la valeur +∞ (ce qu’on supposera toujours), on a auto-
matiquement

µ(∅) = 0.

En particulier, la propriété (2.1) reste vraie si on considère une famille finie d’ensembles dis-
joints 2 à 2, en la complétant en une famille dénombrable avec l’ensemble vide ∅.
Proposition 2.2. Pour tous A,B ∈ M et toutes familles dénombrables (Cj)j∈N, (Dj)j∈N
d’éléments de M, on a

A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B), (2.3)

(Cj)j∈N croissante (Cj ⊂ Cj+1) ⇒ µ (∪jCj) = lim
j→∞

µ(Cj), (2.4)

(Dj)j∈N décroissante et µ(D0) <∞ ⇒ µ (∩jDj) = lim
j→∞

µ(Dj). (2.5)

Démonstration. Pour (2.3), on pose A0 = A, A1 = B \ A et Aj = ∅ pour j ≥ 2, et (2.1) nous
donne µ(B) = µ(A) + µ(B \A) ≥ µ(A). Pour (2.4), on pose A0 = C0 et Aj = Cj \Cj−1 pour
j ≥ 1 ; ce sont des ensembles mesurables disjoints tels que ∪jAj = ∪jCj et, d’après (2.1),
µ(CN ) =

∑
j≤N µ(Aj) →

∑
j µ(Aj) = µ(∪jAj). Pour (2.5), on se ramène au cas croissant en

posant C′j = D0 \ Dj qui donne µ(D0 \ ∩jDj) = µ(∪jC′j) = limj µ(C′j) = limj µ(D0 \ Dj).
Pour se débarasser du passage au complémentaire, on utilise que, pour A ⊂ D0, µ(A) =
µ(D0)− µ(D0 \A) (la différence a un sens car les ensembles sont de mesure finie). �

Une conséquence utile de cette proposition est que, si (Mj)j∈N est une famille dénombrable
d’ensembles mesurables (mais pas nécessairement disjoints),

µ (∪jMj) ≤
∑
j

µ(Mj). (2.6)

En effet, comme ∪jMj = ∪nCn avec Cn = M0 ∪ · · · ∪ Mn qui est croissante, le terme de
gauche n’est autre que limn µ(Cn) et il suffit de prouver que µ(Cn) ≤ µ(M0) + · · · + µ(Mn).
Ceci s’obtient aisément par récurrence en écrivant que µ(Cn+1) = µ(Cn) +µ(Cn+1 \Cn) et en
remarquant que Cn+1 \ Cn ⊂Mn+1.

2.2 Ensembles négligeables

Définition 2.3. Une partie N ⊂ X est dite négligeable si elle est contenue dans une partie
mesurable et de mesure nulle, ie si

il existe M ∈M telle que N ⊂M et µ(M) = 0.

Si on veut préciser la mesure, on dit que N est µ-négligeable.
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Attention, cette définition ne dit pas qu’une partie négligeable est mesurable.

Définition 2.4. On dit qu’une proposition P est vraie presque partout (on note ”pp”) si elle
vraie partout sauf sur un ensemble négligeable, ie si

{x ∈ X | non P (x)} est négligeable.

Proposition 2.5. Une union dénombrable de parties négligeables est négligeable.

Démonstration. Soit (Nj)j∈N une telle famille et soit (Mj)j∈N une famille de parties mesurables
telle que Nj ⊂ Mj et µ(Mj) = 0. Alors ∪jNj ⊂ ∪jMj avec ∪jMj mesurable et de mesure
nulle d’après (2.6). �

Définition 2.6. On dit qu’une mesure µ est complète si toute partie négligeable est mesurable.

Voici un critère de mesurabilité utile lorsque la mesure est complète.

Proposition 2.7. Supposons µ complète. Soient f, g : X → C deux fonctions quelconques.
Alors

f mesurable et f = g presque partout ⇒ g mesurable.

Démonstration. Soit N = {x ∈ X | f(x) 6= g(x)}. Il est négligeable donc mesurable. Soit B un
borélien de C. Alors

g−1(B) = {x ∈ X |g(x) ∈ B} = {x ∈ X \N | f(x) ∈ B} ∪ {x ∈ X ∩N | g(x) ∈ B}.

Autrement dit g−1(B) est l’union de f−1(B) ∩ Nc et d’un ensemble contenu dans N donc
négligeable (et donc mesurable). Ainsi g−1(B) est mesurable. �

Théorème 2.8. Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Soit

M∗ = {A ∪N | A ∈M et N µ-négligeable}.

i) M∗ est une tribu.
ii) Si A1, A2 ∈M et N1, N2 sont µ-négligeable, on a

A1 ∪N1 = A2 ∪N2 ⇒ µ(A1) = µ(A2).

iii) L’application µ∗ :M∗ → [0,+∞] définie par

µ∗(A ∪N) = µ(A),

pour A ∈M et N µ-négligeable, est une mesure sur M∗ qui est complète.

Remarque. Il est facile de vérifier queM∗ cöıncide avec l’ensemble des E ⊂ X pour lesquels
il existe A,B ∈M tels que A ⊂ E ⊂ B et µ(B \A) = 0, ce qui est la définition deM∗ utilisée
par Rudin.

Définition 2.9. La mesure µ∗ s’appelle la complétée de µ.

Démonstration du Théorème 2.8. i) Que X ∈ M∗ ainsi que la stabilité de M∗ par union
dénombrable sont faciles à vérifier (utiliser la Proposition 2.5 pour l’union dénombrable). Pour
la stabilité par passage au complémentaire, si A ∈ M et N ⊂ M avec M ∈ M et µ(M) = 0,
il suffit d’écrire

(A ∪N)c = Ac ∩Nc = (Ac ∩Mc) ∪ (Ac ∩Nc ∩M) ,
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(carMc ⊂ Nc) et de remarquer que, dans le dernier membre, le premier ensemble est mesurable
et le second négligeable car inclus dans M .
ii) Si N1 ⊂ M1 avec M1 ∈ M et µ(M1) = 0, on a A2 ⊂ A2 ∪N2 = A1 ∪N1 ⊂ A1 ∪M1 donc
µ(A2) ≤ µ(A1 ∪M1) ≤ µ(A1) + µ(M1) = µ(A1). De même µ(A1) ≤ µ(A2).
iii) Notons que µ∗ est bien définie d’après ii). La σ-additivité est simple à vérifier. On prouve
que µ∗ est complète. Considérons N∗ ⊂ X qui est µ∗-négligeable, ie tel qu’il existe M∗ ∈M∗
vérifiant N∗ ⊂M∗ et µ∗(M∗) = 0. On peut écrire

M∗ = A ∪N

avec N ⊂ M , A,M ∈ M et µ(M) = 0. Dans ce cas µ∗(M∗) = µ(A) et donc µ(A) = 0. Mais
alors, on a N∗ = ∅ ∪ (A ∩N∗ ∪N ∩N∗) ∈ M∗ car ∅ ∈ M et la parenthèse est µ-négligeable
car A ∩N∗ ainsi que N ∩N∗ le sont (puisque contenus respectivement dans A et M). �

On termine avec la proposition suivante, souvent utile, sur les applications mesurables
relativement à la tribu complétée. On y utilise les notations du Théorème 2.8.

Proposition 2.10. Si f : X → K = C ou [0,+∞] est M∗-mesurable, il existe g : X → K qui
est M-mesurable et telle que f = g µ-presque partout.

Démonstration. On suppose d’abord que K = C. D’après la Proposition 1.11, f est limite d’une
suite de fonction étagées de la forme

sn =
∑
k

αk,nχSk,n

où, pour chaque n, la somme est finie et (surtout) les Sk,n sontM∗-mesurables. Ainsi, chaque
Sk,n sécrit Ak,n ∪Nk,n avec Ak,n M-mesurable et Nk,n ⊂Mk,n où Mk,n est M-mesurable et
de µ-mesure nulle. Considérons alors M := ∪n(∪kMk,n) qui est M-mesurable et de µ-mesure
nulle, puis posons

gn := χX\Msn = χX\M
∑
k

αk,nχAk,n ,

où la deuxième égalité suit simplement du fait que si x /∈ M , x ∈ Sk,n ⇔ x ∈ Ak,n. Les
gn sont M-mesurables, car les Ak,n et M sont M-mesurables. De plus, gn(x) converge pour
tout x ∈ X, vers 0 si x ∈ M et vers limn sn(x) = f(x) si x /∈ M . D’après la Proposition 1.7,
g := lim gn est M-mesurable et elle convient car cöıncide avec f sur X \M .

Si K = [0,+∞], on considère I = f−1({+∞}), qui estM∗ mesurable donc s’écrit I = A∪N
avec A ∈M et N ⊂M , M ∈M et µ(M) = 0. Ainsi,

f = χ{f<+∞}f +∞χA, pour tout x ∈ X \M,

ie f cöıncide presque partout avec le membre de droite, dont le premier terme est M∗-
mesurable à valeurs dans [0,+∞[ (donc égale presque partout à une fonction M-mesurable
d’après ce qui précède) et le second estM-mesurable à valeurs dans {0,+∞} ⊂ [0,+∞]. D’où
le résultat. �

3 Intégration

Dans cette section, (X,M, µ) désigne un espace mesuré.

3.1 Fonctions positives

On définit une multiplication sur [0,+∞] en prolongeant celle sur [0,+∞[ par

+∞× a = a× (+∞) = +∞, a ∈]0,+∞], (3.1)

+∞× 0 = 0× (+∞) = 0. (3.2)
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On peut vérifier les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité par rapport à +
(avec les règles (2.2)). On peut aussi remarquer que cette multiplication n’est pas continue en
(0,+∞) et (+∞, 0), mais ce défaut de continuité est sans incidence sur ce qui suit.

Définition 3.1. Pour une fonction étagée positive, s : X → [0,+∞[, on définit son intégrale
sur X par ∫

X

s dµ :=

N∑
k=1

αkµ(Sk),

via la décomposition canonique (1.2) de s.

Noter que l’intérêt des règles (2.2), (3.1) et (3.2) est de donner un sens à cette somme,
même si l’un des Aj est de mesure infinie. La règle (3.2) est ”naturelle” (pour l’intégration)
car elle assure le fait que ∫

X

0 dµ = 0,

même si X est de mesure infinie (noter que 0 est une fonction étagée). Remarquons aussi que
cette définition de l’intégrale n’exclut pas que

∫
X
s dµ = +∞.

Définition 3.2. Pour une fonction mesurable f : X → [0,+∞], son intégrale sur X est∫
X

f dµ = sup
s étagée,
0≤s≤f

∫
X

s dµ.

Ici 0 ≤ s ≤ f signifie 0 ≤ s(x) ≤ f(x) pour tout x ∈ X.

On vérifie que cette définition est compatible avec la Définition 3.1, ie les deux définitions
cöıncident si f est étagée. Là non plus, on n’interdit pas que

∫
X
f dµ = +∞.

On a une première liste de propriétés de l’intégrale des fonctions positives.

Proposition 3.3. Pour toutes fonctions f, g : X → [0,+∞] mesurables, on a les propriétés

f ≤ g ⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ, (3.3)∫
X

αf dµ = α

∫
X

f dµ, α ∈ [0,+∞[. (3.4)

Démonstration. Pour (3.3), on observe que {s étagées |0 ≤ s ≤ f} ⊂ {s étagées |0 ≤ s ≤ g}
donc le sup des

∫
s dµ est plus petit sur le premier ensemble que sur le second. Pour (3.4),

le résultat est évident si α = 0. On suppose donc α ∈]0,+∞[ et on observe que l’application
s 7→ αs est une bijection de l’ensemble {s étagées |0 ≤ s ≤ f} vers l’ensemble {t étagées |0 ≤
t ≤ αf} de sorte que

sup
t étagée,
0≤t≤αf

∫
X

t dµ = sup
s étagée,
0≤s≤f

∫
X

αs dµ = sup
s étagée,
0≤s≤f

α

∫
X

s dµ = α sup
s étagée,
0≤s≤f

∫
X

s dµ,

car (3.4) est clairement vraie pour les fonctions étagées. �

Noter que l’on n’a pas donné la propriété d’additivité∫
X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ. (3.5)

Elle sera prouvée un peu plus loin comme conséquence du théorème de convergence monotone
ci-dessous.
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Théorème 3.4 (de Beppo-Levi ou convergence monotone). Soit (fj)j∈N une suite de fonctions
mesurables X → [0,+∞], croissante au sens où

f0(x) ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · , pour tout x ∈ X.

Alors ∫
X

lim
j→∞

fj dµ = lim
j→∞

∫
X

fj dµ.

Rappelons que la fonction x 7→ limj→∞ fj(x) est définie partout (suite croissante) et est
mesurable d’après la Proposition 1.7.

La preuve du théorème utilise le lemme suivant.

Lemme 3.5. Soit s : X → [0,+∞[ une fonction étagée. Alors, l’application

M3 A 7→ ν(A) =

∫
A

s dµ :=

∫
X

sχA dµ,

est une mesure.

Démonstration. On vérifie facilement que χAs est étagée de sorte que l’intégrale a un sens pour
tout A ∈M. Il faut juste vérifier la propriété (2.1). On considère donc une famille dénombrable
(Aj)j∈N d’ensembles mesurables disjoints. Posons A = ∪jAj . En utilisant la notation (1.2), on
a

sχA =

N∑
k=1

αkχAχSk =

N∑
k=1

αkχSk∩A,

qui est étagée positive (on obtient sa décomposition canonique en ajoutant 0× χAc) et donc

ν(∪jAj) =

∫
X

sχA dµ =

N∑
k=1

αkµ(Sk ∩A).

Mais, comme Sk ∩ A = ∪jSk ∩ Aj , où l’union est disjointe, on a µ(Sk ∩ A) =
∑
j µ(Sk ∩ Aj)

donc

ν(∪jAj) =
∑
j

N∑
k=1

αkµ(Sk ∩Aj) =
∑
j

∫
X

N∑
k=1

αkχSk∩Aj dµ =
∑
j

∫
X

sχAj dµ =
∑
j

ν(Aj),

qui est la propriété cherchée. �

Démonstration du Théorème 3.4. On commence par noter que la suite
∫
fndµ a une limite car

elle est croissante, d’après (3.3). Soit α sa limite. D’autre part, pour chaque n ∈ N et chaque
x ∈ X, fn(x) ≤ limj fj(x) = supj fj(x), donc, d’après (3.3), on a

∫
X
fn dµ ≤

∫
(limj→∞ fj) dµ

dont on déduit que

α ≤
∫

lim
j→∞

fj dµ.

Notons alors f = limj→∞ fj . Il reste à montrer que α ≥
∫
X
f dµ. Soit 0 ≤ s ≤ f étagée et

considérons, pour 0 < c < 1, la suite croissante (avec n) d’ensemble mesurables

Cn = {x ∈ X | fn(x) ≥ cs(x)}.

On remarque que ∪nCn = X : si f(x) = 0 ou s(x) = +∞ alors x ∈ C0 et si f(x) > 0,
avec s(x) < +∞, alors x est dans l’un des Cn, autrement fn(x) < cs(x) pour tout n et alors
f(x) ≤ cf(x) ce qui est impossible. Par la propriété (2.4) appliquée à la mesure du Lemme
3.5, on a

lim
n→∞

c

∫
Cn

s dµ = c

∫
X

s dµ.
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Mais aussi, d’après (3.3) et (3.4), on a∫
X

fn dµ ≥
∫
Cn

fndµ ≥ c
∫
Cn

s dµ.

Par passage à la limite, on obtient donc α ≥ c
∫
X
sdµ pour tout 0 < c < 1 et donc α ≥

∫
X
sdµ

pour toute s étagée telle que 0 ≤ s ≤ f . Ceci prouve que α ≥
∫
X
f dµ. �

Théorème 3.6 (Lemme de Fatou). Soit (fj)j∈N une suite de fonctions mesurables X →
[0,+∞]. Alors ∫

X

(
lim inf
j→∞

fj

)
dµ ≤ lim inf

j→∞

(∫
X

fj dµ

)
.

Démonstration. Posons gn(x) = infj≥n fj(x). Cela definit une suite croissante de fonctions
mesurables à valeurs dans [0,+∞], dont la limite est lim infj→∞ fj . Donc par théorème de
convergence monotone, on a∫

X

(
lim inf
j→∞

fj

)
dµ =

∫
X

lim
n→∞

gn dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ.

Mais comme
∫
X
gn dµ ≤

∫
X
fj dµ pour tout j ≥ n, un passage à la limite inférieure (en j)

montre que, pour tout n, ∫
X

gn dµ ≤ lim inf
j→∞

(∫
X

fj dµ

)
.

On obtient le résultat en faisant tendre n vers ∞. �

Théorème 3.7. Soit (fj)j∈N une suite de fonctions mesurables X → [0,+∞]. Alors∫
X

∞∑
j=0

fj dµ =

∞∑
j=0

∫
X

fj dµ.

En particulier, (3.5) est vraie pour toutes fonctions mesurables f, g : X → [0,+∞].

Nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 3.8. Si s, t : X → [0,+∞[ sont étagées, on a
∫
X

(s+ t) dµ =
∫
X
s dµ+

∫
X
t dµ.

Démonstration. On écrit s =
∑
k αkχSk et t =

∑
j βjχTj , où les sommes sont finies et les

αk (resp. βj) distincts. On peut supposer que les Sk et les Tj forment (respectivement) une
partition de X, auquel cas les Ujk := Sk∩Tj également. Alors, en posant σjk = αk et τjk = βj ,
on a

s =
∑
j,k

σjkχUjk , t =
∑
j,k

τjkχUjk , s+ t =
∑
j,k

(σjk + τjk)χUjk .

Cette écriture de s+ t n’est pas nécessairement sa décomposition canonique car les σjk + τjk
ne sont pas forcément distincts (pour des paires (j, k) différentes). Néanmoins, elle permet de
vérifier facilement que s+ t est étagée et que∫

X

s+ t dµ =
∑
j,k

(σjk + τjk)µ(Ujk),

en groupant les (j, k) à σjk + τjk constants. Puis, comme∑
j,k

(σjk + τjk)µ(Ujk) =
∑
k

∑
j

αkµ(Sk ∩ Tj) +
∑
j

∑
k

βjµ(Sk ∩ Tj)

=
∑
k

αkµ(Sk) +
∑
j

βjµ(Tj)

=

∫
X

s dµ+

∫
X

t dµ,
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on a le résultat. �

Démonstration du Théorème 3.7. Comme la suite
∑
j≤n fj converge en croissant vers

∑∞
j=0 fj ,

le théorème de convergence montone montre que∫
X

∞∑
j=0

fj dµ = lim
n→∞

∫
X

∑
j≤n

fj dµ.

Il suffit donc de vérifier que
∫
X

∑
j≤n fj dµ =

∑
j≤n

∫
X
fj dµ, ce qui se ramène par une

récurrence évidente au cas n = 2, ie à la propriété (3.5). Pour prouver celle ci, on considère
g, h : X → [0,+∞] mesurables et, grace à la Proposition 1.11, deux suites de fonctions étagées
gk, hk convergeant en croissant vers g et h respectivement. Alors gk+hk est étagée et converge
en croissant vers g + h donc le théorème de convergence monotone montre que∫
X

g dµ = lim
k→∞

∫
X

gk dµ,

∫
X

h dµ = lim
k→∞

∫
X

hk dµ,

∫
X

g+h dµ = lim
k→∞

∫
X

gk+hk dµ.

Mais, par le Lemme 3.8,
∫
X
gk + hk dµ =

∫
X
gk dµ+

∫
X
hk dµ, donc

∫
X
g+ h dµ =

∫
X
g dµ+∫

X
h dµ en passant à la limite. D’où le résultat. �

3.2 Fonctions à valeurs complexes

Si f : X → C est mesurable, notons u = Re(f) et v = Im(f) de sorte que

f = u+ − u− + iv+ − iv−, (3.6)

où chacune des fonctions intervenant dans cette décomposition est mesurable d’après la Pro-
position 1.8. La Proposition 1.8 dit également que |f | est mesurable, à valeurs dans [0,+∞[,
ce qui donne un sens à la définition suivante.

Définition 3.9. L1(µ), qu’on note aussi L1(X, dµ), est l’ensemble des applications mesurables
X → C telles que ∫

X

|f | dµ < +∞.

On dit qu’une fonction f est intégrable si f ∈ L1(µ). Son intégrale sera définie ci-dessous par
(3.8).

L’ensemble L1(µ) est un espace vectoriel car on a∫
X

|αf + g| dµ ≤ |α|
∫
X

|f | dµ+

∫
X

|g| dµ <∞, α ∈ C, f, g ∈ L1(µ), (3.7)

en utilisant (3.3), (3.4), (3.5) et |αf + g| ≤ |α||f | + |g|. De plus, comme 0 ≤ u± ≤ |f | et
0 ≤ v± ≤ |f |, on peut définir∫

X

f dµ :=

∫
X

u+ dµ−
∫
X

u− dµ+ i

(∫
X

v+ dµ−
∫
X

v−dµ

)
, (3.8)

chacune des intégrales étant un nombre réel de [0,+∞[. Cette définition est clairement com-
patible avec la définition 3.2, car si f est à valeurs dans C ∩ [0,+∞] (ie dans [0,+∞[), on a
f = u+ et u− = v± = 0.

Proposition 3.10. L’intégrale est une forme linéaire sur L1(µ), ie∫
X

(αf + βg) dµ = α

∫
X

f dµ+ β

∫
X

g dµ, (3.9)

pour tous α, β ∈ C et f, g ∈ L1(µ). De plus, on a l’inégalité triangulaire∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f | dµ. (3.10)
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Démonstration. Pour (3.9), on prouve séparément l’additivité (α = β = 1) et l’homogénéité
(g = 0). Pour l’additivité, il est facile de voir qu’il suffit de considérer des fonctions à valeurs
réelles. Dans ce cas, on pose h = f + g et on a alors h = h+ − h− = (f+ − f−) + (g+ − g−)
de sorte que

h+ + f− + g− = f+ + g+ + h−.

En intégrant cette égalité ne faisant intervenir que des fonctions positives, la propriété (3.5)
montre que

∫
h+ +

∫
f− +

∫
g− =

∫
f+ +

∫
g+ +

∫
g− et donc∫

X

h+ dµ−
∫
X

h− dµ =

(∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ

)
+

(∫
X

g+ dµ−
∫
X

g− dµ

)
,

qui est l’identité cherchée. L’homogénéité s’obtient en décomposant parties réelles et imagi-
naires, puis parties positives et négatives et en utilisant f∓ = (−f)± et (3.4). Pour démontrer
(3.10), on considère θ ∈ R tel que |

∫
X
f dµ| = eiθ

∫
X
f dµ =

∫
X
eiθf dµ. Cette dernière

intégrale étant réelle, elle vaut
∫
X

Re(eiθf) dµ. En intégrant |f | − Re(eiθf) ≥ 0 puis en utili-
sant (3.3) et (3.9), on obtient le résultat. �

Théorème 3.11 (Convergence dominée, version 1). Soit (fj)j∈N une suite de fonctions me-
surables X → C telle que

1. pour tout x ∈ X, (fj(x))j∈N converge dans C,

2. il existe g : X → [0,+∞] telle que∫
X

g dµ < +∞ et |fj(x)| ≤ g(x), pour tous j ∈ N et x ∈ X.

Alors, si on note f la limite simple des fj, on a f ∈ L1(µ) et∫
X

|f − fj | dµ→ 0, j →∞.

En particulier ∫
X

f dµ = lim
j→∞

∫
X

fj dµ.

Démonstration. Notons d’abord que f est mesurable car limite simple des fj . On applique
alors le lemme de Fatou à 2g−|f − fj | : c’est une suite de fonctions mesurables positives donc∫

X

2g dµ =

∫
X

lim inf
j→∞

(2g − |f − fj |) dµ ≤ lim inf
j→∞

∫
X

(2g − |f − fj |) dµ.

Comme lim infj→∞(a+ xj) = a+ lim infj→∞ xj pour toute suite réelle (xj)j∈R et tout a ∈ R,
et comme lim infj→∞(−xj) = − lim supj→∞ xj , on en déduit que∫

X

2g dµ ≤
∫
X

2g dµ− lim sup
j→∞

∫
X

(|f − fj |) dµ

ce qui prouve que lim supj→∞
∫
X

(|f − fj |) dµ = 0. Cette suite étant positive, elle est donc

convergente vers 0. On voit aussi que f ∈ L1(µ) puisque
∫
X
|f | dµ ≤

∫
X
|f−fj | dµ+

∫
X
|fj | dµ

où les deux suites sont bornées (la première tend vers 0 et l’autre est majorée par
∫
X
g). �

Il est souvent utile, dans les applications, de savoir intégrer des fonctions définies sur un
sous-ensemble de X (ex. sur un ouvert de Rd). Une définition naturelle est la suivante.

Définition 3.12. Si Y ⊂ X est une partie mesurable, on dit qu’une application f : Y → C
est intégrable sur Y si son extension par 0 hors de Y , f̃ : X → C, est intégrable sur X. On
pose alors ∫

Y

f dµ =

∫
X

f̃ dµ.

Pour plus de détails à ce sujet, on renvoie à l’Exercice 3.
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3.3 Négligeabilité bis

Proposition 3.13. Soit f : X → [0,+∞] mesurable. Alors∫
X

f dµ = 0 ⇔ f = 0 pp.

Attention à l’hypothèse de positivité de f .
On va utiliser le lemme très simple (et très utile) suivant.

Lemme 3.14 (Inégalité de Markov-Tchebichev). Soit f : X → [0,+∞] mesurable. Pour tout
λ > 0,

µ ({x ∈ X | f(x) > λ}) ≤ 1

λ

∫
X

f dµ.

Démonstration. Pour simplifier, on note {f > λ} = {x ∈ X | f(x) > λ}. Il suffit alors
d’observer que f ≥ λχ{f>λ} donc, par monotonie de l’intégrale (ie par (3.3)), on a∫

X

f dµ ≥ λµ({f > λ}),

ce qui est exactement le résultat. �

Démonstration de la Proposition 3.13. ⇒. On remarque que

µ ({x ∈ X | f(x) 6= 0}) = µ ({f > 0}) = lim
j→+∞

µ

(
{f > 1

j
}
)

= 0,

en utilisant (2.4) et le Lemme 3.14 qui montre que µ
(
{f > 1

j
}
)

= 0 pour tout j > 0.

⇐. On peut par exemple remarquer que f ≤ +∞χ{f>0} et∫
+∞χ{f>0} dµ = +∞µ ({f > 0}) = 0

en vertu de la règle (3.2). Une autre façon de procéder (qui évite le recours à +∞) est de voir
que f est la limite ponctuelle de la suite croissante

fn = min(n, f)χ{f>0}

et d’utiliser le théorème de convergence monotone en remarquant que
∫
fn dµ ≤ nµ({f >

0}) = 0. �

Dans le même esprit, on a un autre résultat utile dans la pratique.

Proposition 3.15. Soit f : X → [0,+∞] mesurable. Si
∫
X
f dµ < +∞, alors f est finie

presque partout.

Démonstration. Il s’agit de démontrer que {f = +∞} est négligeable ou, de façon équivalente,
que ∩n∈N{f > n}, est négligeable. Par l’inégalité de Markov-Tchebichev, on a

µ({f > n}) ≤ 1

n

∫
X

f dµ, n > 0.

Comme les ensembles {f > n} décroissent et sont de mesure finies (à partir de n = 1), (2.5)
montre que µ(∩n∈N{f > n}) = limn→∞ µ({f > n}) = 0. �

Une conséquence importante de la Proposition 3.13 est la suivante.
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Proposition 3.16. Soient f, g ∈ L1(µ). Alors

f = g pp ⇒
∫
X

f dµ =

∫
X

g dµ. (3.11)

Lorsque f et g sont à valeurs réelles, on a aussi

f ≤ g pp ⇒
∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ. (3.12)

Démonstration. Pour (3.11), il suffit d’écrire que |
∫
X
fdµ−

∫
X
gdµ| ≤

∫
X
|f − g|dµ = 0. Pour

(3.12), il suffit, par linéarité, de prouver que
∫
X

(g− f) dµ ≥ 0. Cela suit de (3.3) et (3.11) qui
montrent que

∫
X

(g − f) dµ =
∫
X

(g − f)χ{g−f≥0} dµ ≥ 0. �

Théorème 3.17 (Convergence dominée, version 2). Soit (fj)j∈N une suite de fonctions me-
surables X → C et f : X → C mesurable telle que

1. pour presque tout x ∈ X, limj→∞ fj(x) = f(x),

2. il existe g : X → [0,+∞] telle que∫
X

g dµ < +∞ et |fj(x)| ≤ g(x), pour tout j ∈ N et presque tout x ∈ X.

Alors, f ∈ L1(µ) et ∫
X

|f − fj | dµ→ 0, j →∞.

En particulier ∫
X

f dµ = lim
j→∞

∫
X

fj dµ.

Remarque. Le ”pour tout j ∈ N” et le ”presque tout x ∈ X” peuvent être permutés dans
l’hypothèse 2 (voir Exercice 2).

Démonstration. L’idée est de se ramener au Théorème 3.11 en modifiant les fonctions sur des
ensembles négligeables pour avoir des propriétés vraies partout au lieu de presque partout.
Fixons M1 ∈ M de mesure nulle tel que fj(x) → f(x) pour tout x ∈ X \M1. Considérons
M2 ∈ M de mesure nulle tel que |fj(x)| ≤ g(x) pour tout j ∈ N et tout x ∈ X \M2. Alors,
l’ensemble M = M1 ∪M2 est mesurable, de mesure nulle et les fonctions

f̃j := fjχMc , f̃ := fχMc , g̃ := gχMc

vérifient les hypothèses du Théorème 3.11 : si x ∈ M , f̃j(x) = 0 → 0 = f̃(x) et si x ∈ Mc ⊂
X \M1, f̃j(x) = fj(x)→ f(x) = f̃(x). De même |f̃j(x)| ≤ g̃(x) pour tout j et tout x. De plus∫
X
g̃ dµ =

∫
X
g dµ <∞ d’après la Proposition 3.16. On en déduit que

∫
X
|f̃j − f̃ | dµ→ 0 ce

qui donne le résultat puisque
∫
X
|fj − f | dµ =

∫
X
|f̃j − f̃ | dµ d’après la Proposition 3.16. �

Le Théorème 3.17 est peut-être la forme la plus usuelle du Théorème de convergence
dominée, mais on peut donner encore d’autre variantes.

Variante 1. Si la mesure µ est complète, on n’est même pas obligé de supposer f mesurable
car on peut utiliser la Proposition 2.7 : en effet, en utilisant les notations de la preuve ci-dessus,
f cöıncide presque partout avec la fonction f̃ qui est mesurable car limite ponctuelle des f̃j
qui sont mesurables.

Variante 2. Si on ne suppose pas µ complète, on peut modifier l’énoncer du théorème en ne
se donnant pas f a priori et en supposant seulement que les fj(x) ont une limite (finie) pour
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presque tout x. On peut alors affirmer l’existence d’une fonction f mesurable qui est, pour
presque tout x, la limite de fj(x) et vérifie

∫
X
|fj − f | dµ→ 0.

Nous venons de voir que si fj → f presque partout, avec une condition de domination,
alors

∫
X
|fj − f |dµ→ 0. Voici une réciproque partielle de cette propriété.

Théorème 3.18. Soient (fj)j∈N une suite de L1(µ) et f ∈ L1(µ) telles que∫
X

|fj − f | dµ→ 0, j →∞. (3.13)

Alors, il existe une sous-suite (fjk )k∈N telle que

fjk → f, pp,

quand k →∞.

Lemme 3.19 (Borel-Cantelli). Soit (Aj)j∈N une suite de parties mesurables telles que∑
j

µ(Aj) < +∞.

Alors, presque tout x de X appartient à un nombre fini de Aj (éventuellement aucun).

Démonstration. Soit B le complémentaire, éventuellement vide, des x n’appartenant qu’à un
nombre fini de Aj . On vérifie que

B = ∩n∈N (∪j≥nAj) .

En particulier, B est mesurable. En utilisant (2.5) et (2.6), on en déduit que

µ(B) = lim
n→∞

µ (∪j≥nAj) ≤ lim
n→∞

∑
j≥n

µ(Aj) = 0,

d’où le résultat. �

Démonstration du Théorème 3.18. D’après (3.13), on peut extraire une sous suite (fjk )k∈N
telle que

∫
X
|fjk − f | dµ ≤ 2−2k. Posons Ak = {x ∈ X | |fjk (x)− f(x)| > 2−k}. Par inégalité

de Markov-Tchebichev, on a
µ(Ak) ≤ 2k2−2k = 2−k.

Mais alors, par le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout x ∈ X, il existe kx ∈ N tel que
x /∈ Ak pour tout k ≥ kx 4 et donc |fjk (x)− f(x)| ≤ 2−k pour k ≥ kx. �

4 La mesure de Lebesgue

La majorité des résultats présentés dans cette section seront donnés sans démonstration.
C’est d’autant moins gênant que le programme officiel de l’agrégation autorise à admettre la
construction de la mesure de Lebesgue.

Théorème 4.1. On peut équiper Rd d’une mesure λ, définie sur une tribu M, ayant les
propriétés suivantes :

1. M contient la tribu borélienne ; de plus, pour tout M ∈ M, il existe A,B boréliens tels
que A ⊂M ⊂ B et λ(B \A) = 0,

2. λ est complète,

4. car être dans un nombre fini de Ak c’est être dans tous les Ack pour k assez grand
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3. pour tout pavé P =]a1, b1[× · · ·×]ad, bd[, avec aj < bj réels,

λ(P ) =

d∏
j=1

(bj − aj),

4. λ est invariante par translation, ie

λ(x+A) = λ(A),

pour tous x ∈ Rd et A ∈M.

En outre, une telle mesure est unique au sens suivant : si µ est une mesure définie sur une
tribu contenant les boréliens, qui est invariante par translation et finie sur tous les compacts,
alors µ est proportionnelle à λ sur les boréliens.

Définition 4.2. λ s’appelle la mesure de Lebesgue. Si on veut faire apparâıtre la dimension,
on note aussi λd.

En pratique, on note plus souvent
∫

Rd f(x)dx (voire
∫
f tout simplement) que

∫
Rd f dλ.

On note aussi L1(Rd) pour L1(λ).

Une conséquence directe du Théorème 4.1 est que toute fonction mesurable par rapport à
M (en particulier Borel mesurable ou, a fortiori, continue), bornée et nulle hors d’un compact
est dans L1(Rd). En effet, si f est une telle fonction nulle en dehors d’un compact K, on peut
inclure K dans ]−R,R[d avec R assez grand, et alors∫

Rd
|f(x)| dx ≤ ||f ||∞(2R)d <∞,

où ||f ||∞ = supRd |f |. Un cas particulier important de fonctions verifiant ces conditions est
celui des fonctions continues à support compact dont on rappelle la définition.

Définition 4.3. On note Cc(Rd) l’espace vectoriel des fonctions continues à support compact
(ie s’annulant hors d’un compact, dépendant de la fonction considérée).

Théorème 4.4 (Lusin). Soit g : Rd → C une fonction Lebesgue-mesurable, bornée et nulle
hors d’une partie de mesure de Lebesgue finie. Alors, il existe une suite (gn)n∈N de Cc(Rd)
telle que

1. pour tout n,
||gn||∞ ≤ ||g||∞ 5,

2. pour λ-presque tout x,
lim
n→∞

gn(x) = g(x).

Si f est nulle hors d’un compact K et si Ω est un voisinage arbitraire de K, on peut en plus
supposer les gn nulles en dehors de Ω.

Ce théorème, ainsi que le Théorème 4.1, reposent sur le fait que la mesure de Lebesgue
s’obtient par le Théorème de représentation de Riesz sur les mesures de Radon positives (ie
les formes linéaires continues positives sur Cc(Rd) 6). Le Théorème 4.4 utilise une propriété
de régularité de telles mesures, disant que tout ensemble mesurable A peut être approché
”inférieurement” par un fermé et ”supérieurement” par un ouvert, au sens où, pour tout
ε > 0, on peut trouver F fermé et O ouvert tels que F ⊂ A ⊂ O et λ(O \ F ) < ε.

Nous verrons une application très importante du Théorème 4.4 dans la Section 5 (Théorème
5.14) sur la densité des fonctions continues à supports compacts dans les espaces de Lebesgue.

Comme la tribu de Lebesgue est définie abstraitement, la proposition suivante est souvent
utile pour simplifier les questions de mesurabilité.

5. || · ||∞ est la norme uniforme usuelle supRd | · |
6. ou, de façon équivalente, les distributions positives (voir les TD de M1 en F-EDP)
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Proposition 4.5. Pour toute f : Rd → K = C ou [0,+∞] Lebesgue-mesurable, il existe
g : Rd → K borélienne, telle que f = g presque partout.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.10. �

Terminons par un théorème très important, la formule de changement de variables.

Théorème 4.6 (Changement de variables). Soit Φ : U → V = Φ(U) un C1 difféomorphisme
entre ouverts de Rd. Alors, pour toute f intégrable sur V , la fonction

x 7→ f (Φ(x)) |detΦ′(x)|

est intégrable sur U et on a∫
U

f (Φ(x)) |detΦ′(x)| dx =

∫
Φ(U)

f(y)dy.

5 Les espaces Lp

Sauf dans le paragraphe 5.4, (X,M, µ) désignera partout un espace mesuré quelconque.

5.1 p ≥ 1 fini

Dans la Section 3, on a vu L1(µ) l’ensemble des fonctions mesurables f : X → C telles que∫
X
|f | dµ < +∞. Plus généralement, pour p ∈ [1,+∞[ on définit Lp(µ) comme l’ensemble des

fonctions mesurables f : X → C telle que
∫
X
|f |p dµ <∞. Autrement dit

f ∈ Lp(µ) ⇔ fp ∈ L1(µ).

Notons que Lp(µ) est un espace vectoriel car, par convexité de la fonction t 7→ tp sur [0,+∞[,
on a

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p−1 (|f(x)|p + |g(x)|p) , x ∈ X, (5.1)

dont on déduit facilement que αf + g ∈ Lp(µ) si f, g ∈ Lp(µ) et α ∈ C.
Si f ∈ Lp(µ), on pose

||f ||p =

(∫
X

|f |p dµ
)1/p

.

On verra plus loin qu’on a l’inégalité triangulaire ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p (inégalité de
Minkowski) et il est trivial que ||αf ||p = |α|||f ||p si α ∈ C. Néanmoins, || · ||p n’est pas une
norme sur Lp(µ) puisque, d’après la Proposition 3.13,

||f ||p = 0 ⇔
∫
X

|f |p dµ = 0 ⇔ |f |p = 0 pp ⇔ f = 0 pp,

donc la condition ||f ||p = 0 n’assure (en général) pas que f = 0 partout. Pour cette raison, on
considère la relation

f ∼ g ⇔ f = g pp.

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence. On peut alors définir le ”bon” espace
qui est Lp(µ).

Définition 5.1. L’ensemble Lp(µ) est le quotient

Lp(µ) = Lp(µ)/ ∼ .

Ses éléments sont donc les classes d’équivalences, relativement à ∼, des fonctions de Lp(µ).
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On vérifie sans difficulté que Lp(µ) est muni d’une structure d’espace vectoriel, par le
raisonnement usuel sur les classes déquivalences : si f1 ∼ f2 et g1 ∼ g2 alors αf1+g1 ∼ αf2+g2

(pour tout α ∈ C) donc si F,G ∈ Lp(µ) admettent pour représentants respectifs f, g ∈ Lp(µ)
(ce qu’on note F = {f}, G = {g}) on peut défnir sans ambigüıté

αF +G := {αf + g}

car cela ne dépend pas du choix de f et g. De même, on peut poser

||F ||p := ||f ||p,

car si f1 ∼ f2, ie F = {f1} = {f2} alors ||f1||p = ||f2||p.

En pratique, on confondra souvent un élément de Lp(µ) et l’un de ses représentants (on
fait tous les jours ce genre d’abus avec les nombres rationnels) ; on dira par exemple ”soit
f ∈ Lp(µ)” au lieu de ”soit f ∈ Lp(µ) un représentant de F ∈ Lp(µ)”.

La propriété essentielle des espaces Lp(µ) est la suivante.

Théorème 5.2. Pour tout réel p ≥ 1, Lp(µ) est un espace de Banach pour la norme || · ||p.

Nous verrons plus loin que ce résultat est encore vrai pour p =∞.

L’énoncé du Théorème 5.2 contient le fait que || · ||p est une norme, ce que nous n’avons
pas encore vérifié. Comme nous l’avons déjà dit plus haut, cela utilise l’inégalité de Minkowski
(5.3) ci-dessous que nous commençons par démontrer. Notons que si p = 1, on a déjà démontré
l’inégalité triangulaire (voir (3.7)). On suppose donc p > 1.

Proposition 5.3. Soient p > 1 réel et f, g : X → [0,+∞] mesurables.
i) Inégalité de Hölder. Si q est l’exposant conjugué de p, ie 1

p
+ 1

q
= 1, alors∫

X

fg dµ ≤
(∫

X

fp dµ

)1/p(∫
X

gq dµ

)1/q

(5.2)

ii) Inégalité de Minkowski.(∫
X

(f + g)p dµ

)1/p

≤
(∫

X

fp dµ

)1/p

+

(∫
X

gp dµ

)1/p

. (5.3)

Par convention, (+∞)1/p = (+∞)1/q = +∞.

On verra plus loin que cet énoncé reste vrai pour p = 1 et q =∞ (cf (5.7) et (5.8)).

Démonstration. i) On pose A =
(∫
X
fp dµ

)1/p
et B =

(∫
X
gq dµ

)1/q
. Si l’un des deux est

infini et l’autre non nul c’est évident car le membre de droite est infini. Si l’un des deux est
nul, disons A, alors f = 0 pp, donc fg = 0 pp, de sorte que l’intégrale de gauche est nulle et
le résultat est encore vrai. On peut donc supposer A et B finis et non nuls. On considère alors

f1 =
f

A
, g1 =

g

B
.

En particulier,
∫
X
fp1 dµ =

∫
X
gq1 dµ = 1. En tout point x où f1 et g1 sont finies simultanément,

on a alors

f1(x)g1(x) ≤ f1(x)p

p
+
g1(x)q

q
,

car si l’une des deux est nulle c’est trivial, sinon cela suit de la convexité de l’exponentielle sur
l’intervalle d’extrémités log(f1(x)p) et log(g1(x)q). Comme f1 et g1 sont finies pp (Proposition
3.15 appliquée à fp1 et gq1), cette égalité a lieu presque partout donc, en l’intégrant et en
utilisant (3.12), on obtient

∫
X
fg dµ ≤ AB qui est exactement le résultat.
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ii) Si
∫
X

(f + g)pdµ = 0, c’est évident, tout comme si
∫
X
fpdµ ou

∫
X
gpdµ est infinie. On peut

donc se limiter au cas où ces deux dernières intégrales sont finies, et
∫
X

(f +g)pdµ > 0. Notons
qu’alors cette dernière est également finie en vertu de (5.1), en utilisant que f et g sont finies
presque partout. Le résultat s’obtient alors en écrivant que (f+g)p = f(f+g)p−1 +g(f+g)p−1

(où il n’y pas de risque de (+∞)0 car p− 1 > 0) et en appliquant l’inégalité de Hölder∫
X

f(f + g)p−1 dµ ≤
(∫

X

fp dµ

)1/p(∫
X

(f + g)q(p−1)

)1/p

.

En effet, en ajoutant à cette inégalité son analogue pour g(f + p)p−1, on obtient∫
X

(f + g)p dµ ≤

[(∫
X

fpdµ

)1/p

+

(∫
X

gp dµ

)1/p
](∫

X

(f + g)q(p−1) dµ

)1/q

,

où on peut simplier par le dernier facteur de droite qui est réel > 0 et vaut (
∫
X

(f +g)pdµ)
1− 1

p

car 1
p

+ 1
q

= 1. �

Démonstration du Théorème 5.2. Vérifions que || · ||p est une norme. L’homogénéité ||λF ||p =
|λ|||F ||p est triviale et l’inégalité triangulaire est donnée par (5.3). Enfin si F ∈ Lp(µ), ||F ||p =
0 signifie que

∫
X
|f |pdµ = 0 pour un représentant f de F (et donc pour tous). Cela implique

que f = 0 pp, et donc que F = 0 (dans le quotient). On a donc bien une norme. Le point
délicat est la complétude. On considère une suite de Cauchy (Fn)n∈N. Pour montrer qu’elle
converge, il suffit qu’elle ait une valeur d’adhérence, ie qu’il existe une sous suite (Fnj )j∈N qui
converge. Pour chaque n, on considère un représentant fn ∈ Lp(µ) de Fn ; pour tout ε > 0 il
existe n0 > 0 tel que, pour tous n,m ∈ N

n,m ≥ n0 ⇒
(∫

X

|fn − fm|p dµ
)1/p

< ε.

De cette propriété, on tire l’existence d’une suite d’entiers (nj)j∈N strictement croissante telle
que

||fnj+1 − fnj ||p < 2−j .

On définit alors les fonctions mesurables, à valeurs dans [0,+∞],

gJ =
J∑
j=1

|fnj+1 − fnj |, g =
∞∑
j=1

|fnj+1 − fnj |,

(g est limite croissante des gJ). Par l’inégalité de Minkowski, ||gJ ||p ≤
∑J

1 2−j ≤ 1, donc par
Lemme de Fatou∫

X

|g|pdµ =

∫
X

(
lim inf
J→∞

|gJ |p
)
dµ ≤ lim inf

J→∞

(∫
X

|gJ |p dµ
)
≤ 1.

Comme
∫
X
|g|pdµ ≤ 1, g est finie presque partout donc la série

∑
j≥1(fnj+1−fnj )(x) converge

(absolument) pour presque tout x. Ceci implique l’existence d’une partie M mesurable, de
mesure nulle, telle que

∑
j≥1(fnj+1 − fnj ) converge sur X \M et

∑
j≥1 |fnj+1 − fnj | = g sur

X \M . Ainsi, en posant

f := fn1 + χX\M
∑
j≥1

fnj+1 − fnj ,

qui est mesurable (Propositions 1.7 et 1.8 i)), on a

|f | ≤ |fn1 |+ |g|,
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de sorte que f ∈ Lp(µ). De plus, comme fnJ = fn1 +
∑J−1
j=1 fnj+1 − fnj , on a

|fnJ | ≤ |fn1 |+ |g| pp et fnJ → f pp.

On peut alors appliquer le théorème de convergence dominé à la suite |fnJ−f |
p, car elle est dans

L1(µ), tend vers 0 presque partout et est dominée, indépendament de J , par (2|fn1 |+ 2|g|)p ∈
L1(µ). Ainsi ||f − fnJ ||p → 0 et {f} (la classe d’équivalence) est une valeur d’adhérence de la
suite Fn. �

Théorème 5.4. Pour tout p ∈ [1,+∞[, les fonctions étagées de Lp(µ) sont denses dans
Lp(µ).

Cet énoncé ne dit pas que toutes les fonctions étagées sont dans Lp(µ) (ex. si µ(X) = +∞,
les fonctions constantes non nulles ne sont pas dans Lp(µ)), mais qu’il y en a assez pour
qu’elles soient denses. On vérifie d’ailleurs facilement qu’une fonction étagée est dans Lp(µ) si
et seulement si elle est dans L1(µ).

Démonstration. Soit f ∈ Lp(µ). D’après la Proposition 1.11, il existe une suite (sn)n∈N de
fonctions étagées convergeant ponctuellement vers f et telle que |sn(x)| ≤ |f(x)| pour tout n
et tout x. Ainsi, sn ∈ Lp(µ) et

|sn(x)− fn(x)|p → 0 n→∞, et |sn(x)− f(x)|p ≤ 2p|f(x)|p,

où 2p|f |p ∈ L1(µ) ne dépend pas de n. Cela permet d’appliquer le théorème de convergence
dominée à |sn − f |p. Donc ||f − sn||pp =

∫
X
|sn − f |p dµ→ 0, ce qui est le résultat. �

Une conséquence souvent utile de l’inégalité de Hölder est la suivante.

Proposition 5.5. Soient 1 ≤ p1 < p2 deux réels et f ∈ Lp2(µ). Alors∫
|f |p1 dµ ≤ µ({f 6= 0})1− p1

p2 ||f ||p1
p2 .

En particulier, si µ(X) <∞, on a Lp2(µ) ⊂ Lp1(µ) et

||f ||p1 ≤ µ(X)
1
p1
− 1
p2 ||f ||p2 .

Démonstration. Notons p = p2/p1 et q son exposant conjugué, qui vaut q = p2/(p2 − p1).
Comme |f |p1 = |f |p1χf 6=0 et χqf 6=0 = χf 6=0, l’inégalité de Hölder nous donne∫

X

|f |p1 dµ ≤
(∫

X

|f |p1p dµ

)1/p(∫
X

χf 6=0 dµ

)1/q

= ||f ||p1
p2µ({f 6= 0})1− p1

p2 .

La conclusion est alors facile. �

5.2 Le cas p =∞
Une fonction mesurable g : X → [0,+∞] est dite essentiellement bornée si il existe M ∈ R

tel que
g(x) ≤M pour presque tout x ∈ X.

Définition 5.6. On désigne par L∞(µ) l’ensemble des fonctions mesurables f : X → C
essentiellement bornées (ie telles que |f | est essentiellement bornée).
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On vérifie sans peine que L∞(µ) est un espace vectoriel.
On va maintenant construire le candidat à devenir la norme || · ||∞ (qui, comme pour les

Lp(µ)− Lp(µ) ne sera une norme qu’après avoir quotienté).
Il n’est pas question de definir ||f ||∞ par supx∈X |f(x)| car cette quantité peut être infinie

même si |f | = 0 presque partout (penser à f(x) = xχQ(x) sur R). Pour f ∈ L∞(µ), on
introduit

S = {M ∈ R | µ ({|f | > M}) = 0}, (5.4)

c’est-à-dire l’ensemble des M telle que |f | ≤ M presque partout. Comme f ∈ L∞(µ), cet
ensemble n’est pas vide. En outre, il est minoré par 0 car si M < 0, on a |f(x)| > M pour
tout x et µ ({|f | > M}) = µ(X) 6= 0 (on suppose µ(X) 6= 0 sinon la construction qui suit n’a
aucun intérêt). On peut alors définir

||f ||∞ = inf S.

On appelle ||f ||∞ la borne supérieure essentielle de |f |. Rappelons que la borne supérieure
(usuelle) dans R est le plus petit élément (donc la borne inférieure) de l’ensemble des majo-
rants. Ici il faut comprendre que S est l’ensemble des ”majorants essentiels” et que la borne
supérieure essentielle est la borne inférieure de ces majorants essentiels. Le parallèle avec la
borne supérieure usuelle serait parfait si la borne inférieure S était en fait son plus petit
élément, dont l’existence n’est pas claire a priori (il y a seulement une borne inférieure). Heu-
reusement, c’est bien le cas ! En effet, si on note β = inf S, par caractérisation de la borne
inférieure, on peut trouver une suite Mn de S qui converge vers β et alors

{|f | > β} = ∪n∈N∗{|f | > Mn}

car {|f | > Mn} ⊂ {|f | > β} pour tout n (car Mn ≥ β) et si |f(x)| > β alors |f(x)| > Mn pour
au moins un n (sinon |f(x)| ≤ β). Ainsi {|f | > β} est une réunion dénombrable d’ensembles
de mesure nulle donc est de mesure nulle, ie β ∈ S. Ainsi

||f ||∞ = minS. (5.5)

L’intérêt de cette remarque (importante) est que

|f | ≤M pp ⇔ ||f ||∞ ≤M. (5.6)

En effet, il est clair que si |f | ≤ M presque partout, M ∈ S et donc M ≥ inf S = ||f ||∞. En
revanche, si ||f ||∞ ≤M (en particulier si il y a égalité), il n’est pas clair que |f | ≤M presque
partout si on n’a pas vérifié que ||f ||∞ ∈ S.

Cette équivalence implique notamment que, pour toutes f, g ∈ L∞(µ) et tout α ∈ C,

||αf + g||∞ ≤ |α|||f ||∞ + ||g||∞, (5.7)

puisque pour presque tout x, |αf(x)+g(x)| ≤ |α||f(x)|+|g(x)| ≤ |α|||f ||∞+||g||∞. Avec α = 1,
(5.7) est naturellement la version p = ∞ de l’inégalité de Minkowsi. Nous avons également
l’inégalité de Hölder ∫

|fg| dµ ≤ ||f ||1||g||∞. (5.8)

L’équivalence (5.6) implique aussi que

||f ||∞ = 0 ⇔ f = 0 pp. (5.9)

Notons enfin que,

f = g pp ⇒ ||f ||∞ = ||g||∞. (5.10)

Une façon de le justifier est de remarquer que |f(x)| ≤ ||f ||∞ pour presque tout x, donc
|g(x)| ≤ ||f ||∞ pour presque tout x et ainsi ||g||∞ ≤ ||f ||∞. De même ||f ||∞ ≤ ||g||∞.

On peut alors donner la définition de L∞(µ).
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Définition 5.7. L’ensemble L∞(µ) est le quotient L∞(µ)/ ∼ pour la relation d’équivalence
∼ d’égalité presque partout.

On vérifie à nouveau que c’est un espace vectoriel et que si F ∈ L∞(µ) admet pour
représentant f ∈ L∞(µ), on peut poser

||F ||∞ := ||f ||∞,

car c’est indépendant du choix du représentant d’après (5.10).

Théorème 5.8. L∞(µ) est un espace de Banach pour la norme || · ||∞.

Démonstration. Le fait que || · ||∞ soit une norme résulte de (5.7) et de (5.9) (pour voir que
||αf ||∞ ≥ |α|||f ||∞, on peut supposer α 6= 0 et on utilise ||f ||∞ ≤ |α|−1||αf ||∞). Montrons
la complétude. Soient (Fn)n∈N une suite de Cauchy et, pour chaque n, fn un représentant de
Fn. Pour tous m,n ∈ N, il existe Nn,m ⊂ X mesurable, de mesure nulle, tel que

|fn(x)− fm(x)| ≤ ||fn − fm||∞, pour tout x ∈ X \Nn,m.

Notons N = ∪n,mNn,m qui est mesurable et de mesure nulle, puis posons f̃n = χX\Nfn.

Chaque f̃n est encore un représentant de Fn et

|f̃n(x)− f̃m(x)| ≤ ||fn − fm||∞, pour tout x ∈ X. (5.11)

Or, pour tout ε > 0, il existe n0 tel que ||fn − fm||∞ < ε pour tous n,m ≥ n0. Cela implique

que, pour tout x ∈ X, (f̃n(x))n∈N est de Cauchy dans C. Si on note f(x) sa limite, f : X → C
est mesurable (Propositions 1.7 et 1.8 i)) et vérifie, en laissant tendre m vers +∞ dans (5.11),

|f̃n(x)− f(x)| ≤ ε, pour tout n ≥ n0 et tout x ∈ X.

Cela prouve d’une part que f est bornée surX (car f̃n l’est) et que ||f̃n−f ||∞ = ||fn−f ||∞ → 0.
�

Théorème 5.9. Les fonctions étagées sont denses dans L∞(µ).

Démonstration. Soit f ∈ L∞(µ). Quitte à séparer parties réelles et imaginaires, puis positives
et négatives (qui sont toutes dans L∞(µ)) on peut supposer f à valeurs positives. Pour tout
n ∈ N, on considère la fonction sn donnée par (1.3). On a alors

0 ≤ f(x)− sn(x) =

n2n∑
j=1

(
f(x)− j − 1

2n

)
χ
f−1([ j−1

2n , j2n [) + (f(x)− n)χf−1([n,+∞]),

où le dernier terme est nul presque partout pour tout n > ||f ||∞. Si f(x) < n, seul un des terme
de la somme peut-être non nul, et il est compris entre 0 et 2−n. Ainsi |f(x) − sn(x)| ≤ 2−n

pour tout n assez grand et presque tout x donc ||f − sn||∞ → 0. �

5.3 Dualité Lp − Lq

Une conséquence immédiate et très utile du Théorème 5.2 est la suivante.

Théorème 5.10. L’espace L2(µ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g)L2 =

∫
X

fg dµ.

On omet la vérification (immédiate) du fait que (., .)L2 est un produit scalaire. Notons
juste que fg est bien intégrable grâce à l’inégalité de Hölder. Comme dans tous les espaces de
Hilbert, on a en particulier

||f ||2 = sup
||g||2=1

|(f, g)L2 |.

Cette propriété se généralise aux espaces Lp dans le sens suivant.
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Théorème 5.11. Soit p ∈ [1,+∞[ et notons par q son exposant conjugué (ie 1
p

+ 1
q

= 1 si
p > 1 et q =∞ si p = 1). Pour toute f ∈ Lp(µ),

||f ||p = sup
||g||q=1

∣∣∣∣∫
X

fg dµ

∣∣∣∣ .
Démonstration. Par inégalité de Hölder, si g ∈ Lq(µ), on a fg ∈ L1(µ) et∫

X

|fg| dµ ≤ ||f ||p||g||q.

Cela prouve l’intégrabilité de fg et, par inégalité triangulaire, que
∣∣∫
X
fg dµ

∣∣ ≤ ||f ||p si
||g||q = 1. On va voir que l’égalité est réalisée pour un g convenable. On peut clairement
supposer ||f ||p 6= 0 sinon le résultat est trivial. L’idée est de choisir g tel que fg = cste× |f |p,
auquel cas la constante doit vérifier cste× ||f ||pp = ||f ||p. Cela suggère de considérer

g(x) =

{
0 si f(x) = 0,

||f ||1−pp
|f(x)|p
f(x)

si f(x) 6= 0.
(5.12)

La mesurabilité est prouvée dans l’Exercice 4. Il y a juste à vérifier que ||g||q = 1. Si p = 1,
q =∞ et c’est évident. Si q est fini,∫

X

|g|q dµ = ||f ||q−qpp

∫
X

|f |qp−q dµ =
1

||f ||pp

∫
X

|f |p dµ = 1,

en utilisant l’égalité qp− q = p (puisque qp = p+ q). �

Remarque. La démonstration montre que sup||g||q=1

∣∣∫
X
fg dµ

∣∣ = max||g||q=1

∣∣∫
X
fg dµ

∣∣ .
Terminons par un théorème que nous admettrons (sa preuve utilise le Théorème de Radon-

Nikodym pour les mesures complexes) mais dont il est bon de connâıtre l’existence, d’autant
plus que son énoncé est simple. Nous verrons une preuve dans le cas particulier de Rd dans le
chapitre sur la Convolution.

Théorème 5.12. Si µ est σ-finie, alors pour toute forme linéaire continue Φ sur Lp(µ), avec
p ∈ [1,∞[, il existe une unique g ∈ Lq(µ), 1 < q ≤ ∞ étant l’exposant conjugué de p, telle que

Φ(f) =

∫
X

fg dµ, pour toute f ∈ Lp(µ).

En outre
||Φ||Lp(µ)∗ = ||g||q.

Ce théorème dit que le dual (topologique) de Lp(µ) s’identifie à Lq(µ), si p < ∞. Noter
que si p = 2, ce n’est qu’une conséquence du théorème de représentation de Riesz pour les
espaces de Hilbert. Pour un contre-exemple lorsque p =∞, voir l’Exercice 12.

5.4 Espaces Lp sur un ouvert de Rd

Dans cette partie, Ω ⊂ Rd est un ouvert et on désigne par Lp(Ω) l’ensemble Lp(µ) lorsque
X = Ω et µ = λ est la mesure de Lebesgue sur Ω.

Nous allons compléter les paragraphes précédents par quelques remarques et résultats plus
spécifiques à la mesure de Lebesgue sur un ouvert.

Le premièr résultat a pour but de nous rassurer sur les notations : pour les fonctions
continues, les notions de borne supérieure et borne supérieure essentielle cöıncident.
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Proposition 5.13. Soit f une fonction continue et bornée sur Ω (par exemple si Ω est compact
et f continue sur Ω). Alors

||f ||∞ = sup
x∈Ω
|f(x)|,

||f ||∞ désignant le sup essentiel.

Démonstration. Comme |f(x)| ≤ supΩ |f | pour tout x, donc a fortiori pour presque tout
x, (5.6) montre que ||f ||∞ ≤ supΩ |f |. En fait c’est une égalité, sinon ||f ||∞ < supΩ |f | et en
choisissant un M tel que ||f ||∞ < M < supΩ |f |, il y au moins un x0 tel que |f(x0)| > M , donc
par continuité |f(x)| > M sur une boule ouverte B, de sorte que λ({|f | > M}) ≥ λ(B) > 0 ce
qui donne une contradiction car {|f | > M} ⊂ {|f | > ||f ||∞} qui doit être de mesure nulle. �

Naturellement, les espaces Lp(Ω) ne contiennent pas que des fonctions continues (par
exemple, la fonction caractéristique de [0, 1] dans Lp(R)) mais ils en contiennent beaucoup.
Nous allons voir en particulier que, si p est fini, les fonctions continues à support compact
sont denses dans Lp(Ω). Les fonctions continues sont particulièrement agréables en vertu de
la remarque suivante : si f1, f2 : Ω→ C sont continues, alors

f1, f2 continues sur Ω et f1 = f2 presque partout ⇒ f1 = f2 partout.

Ceci se voit comme dans la Proposition 5.13 : si |f1 − f2| = 0 presque partout, elle est nulle
partout sinon |f1−f2| > 0 en un point donc sur une boule ouverte, ce qui implique que f1 et f2

diffèrent sur un ensemble de mesure non nulle. L’intérêt de cette remarque est le suivant : si une
fonction f continue sur Ω est dans Lp(Ω), ie si la classe d’équivalence des fonctions mesurables
égales presque partout à f est dans Lp(Ω), alors f est la seule fonction continue dans sa classe
d’équivalence. Autrement dit, il y a au plus une fonction continue dans une classe d’équivalence.
Cela permet d’identifier sans ambigüıté, ie de manière unique, une fonction continue et sa classe
d’équivalence et rend particulièrement rassurant l’usage des fonctions continues

Théorème 5.14. Pour tout p ∈ [1,+∞[, l’espace Cc(Ω), des fonctions continues à supports
compacts dans Ω, est dense dans Lp(Ω).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.15. Il existe une suite croissante de compacts (Kn)n∈N de Ω (Kn ⊂ Kn+1 ⊂ Ω),
telle que Ω = ∪n∈NKn. On peut en plus supposer que, pour chaque n, Kn+1 est un voisinage
de Kn

On appelle parfois une telle suite de compacts une exhaustion de Ω.

Démonstration. Posons Ωc := Rd \ Ω. La fonction d(x,Ωc) := infy∈Ωc |x − y| (où | · | est
la norme euclidienne) est continue sur Rd (c’est un exercice classique de montrer qu’elle est
Lipschitzienne) et comme Ωc est fermé, on a x ∈ Ω⇔ d(x,Ωc) > 0. On considère alors

Kn = {x ∈ Rd | d(x,Ωc) ≥ 1

n+ 1
et |x| ≤ n}.

C’est un compact de Rd, car fermé (intersection de deux fermés), borné, et inclus dans Ω donc
un compact de Ω. Les Kn sont clairement croissants. Enfin, ∪nKn = Ω, car si x ∈ Ω il existe
r > 0 tel que la boule ouverte B(x, r) est contenue dans Ω. Cela implique que d(x,Ωc) ≥ r
et donc que x ∈ Kn dès que r ≥ 1

n+1
et n ≥ |x|, ce qui se produit pour n assez grand. Enfin

Kn+1 contient {x ∈ Rd | d(x,Ωc) > 1
n+2

et |x| < n + 1} qui est ouvert et contient Kn donc
est un voisinage de Kn �

Démonstration du Théorème 5.14. Soit f ∈ Lp(Ω). Il suffit de montrer que, pour tout ε > 0,
il existe g ∈ Cc(Ω) telle que ||f − g||p < ε. Fixons ε > 0. D’après le Théorème 5.4, on peut
trouver s étagée (et dans Lp(Ω)) telle que

||f − s||p <
ε

3
.
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Notons ensuite χn la suite des fonctions caractéristiques desKn du Lemme 5.15. On a χn(x) ↑ 1
(convergence en croissant) pour tout x ∈ Ω. Cela implique que ||s−χns||p → 0 quand n→∞,
par théorème de convergence dominée (|s − χns|p → 0 et |s − χns|p = |1 − χn|p|s|p ≤ |s|p ∈
L1(Ω)). Donc, pour n0 assez grand, ||s− χn0s||p < ε/3 et

||f − χn0s||p <
2ε

3
.

On applique alors le théorème de Lusin 4.4 à χn0s : comme c’est une fonction bornée (elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs) nulle hors du compact Kn0 , on peut trouver une suite de
fonctions (gk)k∈N continues et supportées dans un voisinage de Kn0 contenu dans Ω, disons
Kn0+1, telles que

gk(x)→ χn0(x)s(x), k →∞,
pour presque tout x, et ||gk||∞ ≤ ||χn0s||∞ pour tout k, ce qui implique la condition de
domination

|gk(x)− χn0(x)s(x)|p ≤ 2p||χn0s||
p
∞χn0+1(x),

car le terme de gauche est nul si x /∈ Kn0+1. Par théorème de convergence dominée, on a alors
||χn0s− gk||p → 0 quand k →∞, donc ||χn0s− gk||p < ε/3 pour k assez grand. Cela montre
que

||f − gk||p < ε

si k est assez grand, ce qui est le résultat cherché. �

Complément. On (re)verra dans le chapitre sur la convolution que les fonctions C∞ à support
compact dans Ω sont denses dans les Lp(Ω) pour p fini.

Le Théorème 5.14 montre en particulier que Lp(Ω) est le complété de Cc(Ω) relativement

à la norme (
∫
|f |pdx)1/p. C’est l’intérêt principal de la mesure (et l’intégrale) de Lebesgue : elle

donne une description assez explicite de ce complété, certes en termes de classes d’équivalences
de fonctions mesurables mais ceci est plus explicite qu’un complété abstrait, constitué de classes
d’équivalences de suites de Cauchy !

Terminons avec une définition dont la connaissance et les propriétés élémentaires peuvent
être utiles (à un agrégatif).

Définition 5.16. Pour p ∈ [1,∞],

f ∈ Lploc(Ω) ⇔ pour tout compact K ⊂ Ω, χKf ∈ Lp(Ω).

Ici χK est la fonction caractéristique de K.

Il est trivial, mais peut-être pas inutile, de noter que la condition χKf ∈ Lp(Ω) est
équivalente à χKf ∈ Lp(Rd), avec la convention usuelle de prolonger par 0 hors de Ω.

On a les inclusions :

Lp(Ω) ⊂ Lploc(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, (5.13)

Lqloc(Ω) ⊂ Lploc(Ω), 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. (5.14)

En particulier,
Lp(Ω) ⊂ L1

loc(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.
L’inclusion (5.13) est évidente car si f ∈ Lp(Ω) et K ⊂ Ω est compact, on a |χKf | ≤ |f |
donc

∫
|χKf |p ≤

∫
Ω
|f |p < ∞. L’inclusion (5.14) est une conséquence de la Proposition 5.5

(ie l’inégalité de Hölder) et du fait que tout compact a une mesure de Lebesgue finie : si
f ∈ Lqloc(Ω), K ⊂ Ω est compact, on a

||χKf ||p ≤ λ(K)
1
p
− 1
q ||χKf ||q.
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6 Théorèmes de continuité et derivation sous le signe∫
Dans cette partie, (X,M, µ) est un espace mesuré. Conformément à la Définition 3.9, on

notera L1(X, dµ) pour L1(µ) afin de spécifier le domaine (et surtout la variable) d’intégration.

Théorème 6.1. Soient Y un espace métrique, Z ⊂ Y , y∞ un point adhérent à Z et

F : X × Z → C,

une application telle que

1. pour tout y ∈ Z, x 7→ F (x, y) ∈ L1(X, dµ),

2. il existe f ∈ L1(X, dµ) telle que,

pour presque tout x ∈ X, lim
y→y∞

F (x, y) = f(x), (6.1)

3. il existe g ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que,

pour tout y ∈ Z, pour presque tout x ∈ X, |F (x, y)| ≤ g(x). (6.2)

Alors

lim
y→y∞

∫
X

F (x, y)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

La condition 1 autorise à considérer la quantité
∫
X
F (x, y)dµ(x). La condition 2 donne le

candidat naturel à être la limite de cette intégrale quand y → y∞. La condition 3 est une
condition de domination qui permet de se ramener au théorème de convergence dominée.

Commentaire sur la condition 3. Telle qu’elle est écrite, elle signifie signifie que pour
chaque y ∈ Z, il existe Ny ⊂ X négligeable tel que |F (x, y)| ≤ g(x) pour tout x ∈ X \Ny. Il
faut a priori faire attention à la permutation du ”pour tout y” et du ”pour presque tout x”
car, l’énoncé

pour presque tout x ∈ X, pour tout y ∈ Z, |F (x, y)| ≤ g(x), (6.3)

signifie qu’il existe N ⊂ X négligeable tel que |F (x, y)| ≤ g(x) pour tout x ∈ X \ N et tout
y ∈ Y . La condition (6.3) est donc plus restrictive que (6.2) car elle demande qu’on puisse
choisir Ny indépendant de y. Mais bien sûr, si (6.3) est vraie, (6.2) l’est aussi.

Pour se ramener au théorème de convergence dominée usuel, ie à une famille dénombrable
de fonctions, on utilise le lemme classique suivant (preuve en exercice).

Lemme 6.2. Soient Y un espace métrique, Z ⊂ Y et y∞ adhérent à Z. Soient ϕ : Z → C et
l ∈ C. Alors

lim
y→y∞

ϕ(y) = l ⇔ pour toute suite (yn)n∈N de Z, (yn → y∞ ⇒ ϕ(yn)→ l) .

Démonstration du Théorème 6.1. D’après le Lemme 6.2, il suffit de montrer que pour toute
suite (yn)n∈N de Z tendant vers y∞, on a

∫
X
F (x, yn)dµ(x)→

∫
X
f(x)dµ(x). Soit (yn)n∈N une

telle suite et notons
fn(x) = F (x, yn).

D’après (6.2), pour chaque n on a

|fn(x)| ≤ g(x) pour presque tout x ∈ X,

avec
∫
X
gdµ < ∞. De plus limn→∞ fn(x) = f(x) pour presque tout x. D’après le Théorème

3.17, on a alors
∫
X
fn(x)dµ→

∫
X
f(x)dx, ce qui est le résultat cherché. �
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Théorème 6.3 (Continuité). Soient Y un espace métrique et F : X×Y → C, une application
telle que

1. pour tout y ∈ Y , x 7→ F (x, y) ∈ L1(X, dµ),

2. pour presque tout x ∈ X, y 7→ F (x, y) est continue sur Y ,

3. il existe g ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que,

pour tout y ∈ Y, pour presque tout x ∈ X, |F (x, y)| ≤ g(x). (6.4)

Alors y 7→
∫
X
F (x, y)dµ(x) est continue sur Y .

Démonstration. C’est une application directe du Théorème 6.1. Pour montrer la continuité en
un point (arbitraire) y0 ∈ Y , on se ramène au Théorème 6.1 en posant f(x) = F (x, y0) et en
posant y∞ = y0. �

Remarque pratique. Dans les cas concrets, par exemple où Y est un ouvert de Rd (ou
un espace métrique localement compact), la condition de domination (6.4) n’est pas toujours
valable globalement sur Y , mais le plus souvent sur tout compact de Y au sens où, pour tout
K compact de Y , il existe gK ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que

pour tout y ∈ K, pour presque tout x ∈ X, |F (x, y)| ≤ gK(x).

En appliquant le Théorème 6.3 à F restreinte à X ×K, on voit alors que y 7→
∫
F (x, y)dµ(x)

est continue sur K, pour tout compact K de Y et donc continue sur Y .

Théorème 6.4 (Dérivabilité à une variable). Soient I un intervalle ouvert de R et F : X×I →
C une application telle que

1. pour tout y ∈ I, x 7→ F (x, y) ∈ L1(X, dµ),

2. pour presque tout x ∈ X, y 7→ F (x, y) est dérivable sur I,

3. il existe g ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que,

pour presque tout x ∈ X, pour tout y ∈ I,
∣∣∣∣∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ g(x). (6.5)

Alors, pour tout y ∈ I, x 7→ ∂F
∂y

(x, y) est intégrable et surtout

x 7→
∫
X

F (x, y)dµ(x)

est dérivable sur I de dérivée

d

dy

(∫
X

F (x, y)dµ(x)

)
=

∫
X

∂F

∂y
(x, y)dµ(x).

Remarque. La condition 3 dit, en l’explicitant, qu’il existe N ⊂ X négligeable tel que

pour tout x ∈ X \N, pour tout y ∈ I,
∣∣∣∣∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

C’est une condition plus forte que de demander : pour tout y ∈ I, | ∂F
∂y

(x, y)| ≤ g(x) pour
presque tout x. En effet, cette dernière condition dit que

pour tout y ∈ I, il existe Ny négligeable tel que pour tout x ∈ X \Ny,
∣∣∣∣∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

On verra dans la démonstration qu’il est important que N ne dépende pas de y.
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On peut observer de même que la condition 2 signifie l’existence de N ⊂ X négligeable tel
que

pour tout x ∈ X \N, pour tout y0 ∈ I, y 7→ F (x, y) est dérivable y0,

ce qui est plus fort que de demander : pour tout y0, y 7→ F (x, y) est dérivable en y0 pour
presque tout x.

Démonstration. Soit N ⊂ X négligeable tel que y 7→ F (x, y) est dérivable sur I pour tout
x ∈ X \N . Soit M mesurable de mesure nulle tel que N ⊂M et posons

F̃ (x, y) = χX\M (x)F (x, y).

La fonction x 7→ F̃ (x, y) reste intégrable pour chaque y et, bien sûr,∫
X

F (x, y)dµ(x) =

∫
X

F̃ (x, y)dµ(x). (6.6)

De plus, y 7→ F̃ (x, y) est dérivable pour tout x ∈ X : si x /∈ M , x /∈ N et c’est l’hypothèse,

puis si x ∈ M , y 7→ F̃ (x, y) est constante et nulle. En particulier, pour tout y ∈ I et tout
x ∈ X,

∂F̃

∂y
(x, y) = lim

n→∞

F̃ (x, y + 1
n

)− F̃ (x, y)
1
n

,

ce qui prouve la mesurabilité de x 7→ ∂F̃
∂y

(x, y) comme limite simple de fonctions mesurables.

Comme ∂F̃
∂y

(x, y) = ∂F
∂y

(x, y) pour presque tout x (ie x ∈ X \M) la condition (6.5) implique
que

pour tout y ∈ I, x 7→ ∂F̃

∂y
(x, y) est intégrable sur X,

ce qui est le sens précis de la condition ”x 7→ ∂F
∂y

(x, y) est intégrable”, ie cette dernière fonction,
qui n’est définie que presque partout, cöıncide presque partout avec la fonction définie partout

x 7→ ∂F̃
∂y

(x, y). Là encore, pour tout y ∈ I,∫
X

∂F

∂y
(x, y)dµ(x) =

∫
X

∂F̃

∂y
(x, y)dµ(x).

Il reste à vérifier que (6.6) est dérivable et de dérivée donnée par l’expression ci-dessus. Fixons
y0 ∈ I et considérons la fonction définie sur X × Z := X × (I \ {y0}),

G(x, y) =
F̃ (x, y)− F̃ (x, y0)

y − y0
.

Vérifions les conditions du Théorème 6.1. D’abord y0 est adhérent à Z. Puis, pour chaque
y ∈ Z, c’est une fonction intégrable sur X. On vient aussi de voir que, pour tout x ∈ X,

G(x, y)→ ∂F̃

∂y
(x, y0), y → y0,

dont la limite est intégrable. Il ne reste donc qu’à obtenir la condition de domination. Par
théorème des accroissements finis (si F est à valeurs réelles, sinon on sépare parties réelles et
imaginaires), on a pour chaque x ∈ X,

|G(x, y)| ≤ sup
z∈I

∣∣∣∣∣∂F̃∂y (x, z)

∣∣∣∣∣ .
Comme ∂F

∂y
et ∂F̃

∂y
cöıncident sur (X \ M) × I, l’hypothèse (6.5) donne l’existence de Ñ

négligeable tel que |G(x, y)| ≤ g(x) pour tout x ∈ X \ Ñ et tout y ∈ Z ce qui donne la
condition de domination souhaitée. �
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Théorème 6.5 (Continue différentiabilité). Soient Y un ouvert de Rd et F : X×Y → C une
application telle que

1. pour tout y ∈ Y , x 7→ F (x, y) ∈ L1(X, dµ),

2. pour presque tout x ∈ X, y 7→ F (x, y) est de classe C1 sur Y ,

3. il existe g ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que, pour tout j ∈ {1, . . . , d},

pour presque tout x ∈ X, pour tout y ∈ Y,
∣∣∣∣ ∂F∂yj (x, y)

∣∣∣∣ ≤ g(x). (6.7)

Alors, pour tout y ∈ Y et tout j ∈ {1, . . . , d}, x 7→ ∂F
∂yj

(x, y) est intégrable. De plus,

y 7→
∫
X

F (x, y)dµ(x)

est de classe C1 sur Y et pour tout j ∈ {1, . . . , d}

∂

∂yj

(∫
X

F (x, y)dµ(x)

)
=

∫
X

∂F

∂yj
(x, y)dµ(x).

Démonstration. Il suffit de vérifier que y 7→
∫
X
F (x, y)dµ(x) a des dérivées partielles (obtenues

en dérivant sous le signe intégral) et que ces dérivées sont continues. Pour l’existence de
dérivées partielles, on se ramène au cas 1-dimensionnel : tout point y0 de Y a un voisinage de
la forme I1 × · · · × Id, avec I1, · · · , Id intervalles ouverts et on obtient l’existence des dérivées
partielles sur un tel pavé par le Théorème 6.4. Pour voir la continuité des dérivées partielles,
on applique le Théorème 6.3 à

∫
X

∂F
∂yj

(x, y)dµ(x). �

Théorème 6.6 (Holomorphie). Soient Z un ouvert de C et F : X × Z → C une application
telle que

1. pour tout z ∈ Z, x 7→ F (x, z) ∈ L1(X, dµ),

2. pour presque tout x ∈ X, z 7→ F (x, z) est holomorphe sur Z,

3. il existe g ∈ L1(X, dµ) à valeurs dans [0,+∞] telle que,

pour presque tout x ∈ X, pour tout z ∈ Z, |F (x, z)| ≤ g(x). (6.8)

Alors, pour tout z ∈ Z, x 7→ ∂F
∂z

(x, z) est intégrable. De plus,

z 7→
∫
X

F (x, z)dµ(x)

est holomorphe sur Z et

∂

∂z

(∫
X

F (x, z)dµ(x)

)
=

∫
X

∂F

∂z
(x, z)dµ(x).

Rappelons qu’une fonction f est holomorphe sur un ouvert de C si et seulement si elle est
de classe C1 sur l’ouvert de R2 correspondant, vue comme fonction de (Re(z), Im(z)), et si elle
satisfait la condition de Cauchy-Riemann

∂f

∂z
:=

∂f

∂Re(z)
+ i

∂f

∂Im(z)
≡ 0.

On a donc envie de croire que le Théorème 6.6 est une conséquence du Théorème 6.5. Nous
allons voir que c’est bien le cas, mais ce n’est pas clair a priori car les conditions de dominations
(6.7) et (6.8) ne sont pas les mêmes : l’une estime les dérivées partielles, l’autre la fonction
elle-même. La clef est la formule de Cauchy qui permet d’estimer les dérivées d’une fonction
holomorphe par la fonction elle-même.

Démonstration. Exercice 5.
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7 Espaces produits, théorème de Fubini

Dans cette section, on admet encore les résultats ; on s’attache plutôt à décrypter les
énoncés, notamment à préciser le sens de la mesurabilité des intégrales ”partielles” (ie

∫
X
F (x, y)dµ(x)

et
∫
Y
F (x, y)dν(y)) dans le théorème de Fubini.

Définition 7.1. Soient (X,M) et (Y,N ) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit,
notée M×N , la tribu engendrée par

{A×B | A ∈M et B ∈ N}.

Attention, M×N n’est bien sûr pas le produit cartésien de M et N .

Proposition 7.2. i) Les projections πX : X × Y → X et πY : X × Y → Y sont mesurables.
ii) Pour chaque y ∈ Y , l’application ry : X 3 x 7→ (x, y) ∈ X × Y est mesurable. De même,
pour chaque x ∈ X, rx : y 7→ (x, y) est mesurable de Y vers X × Y .

L’intérêt de cette proposition est donner des critères de mesurabilité. Par exemple, si
f : X → C et g : Y → C sont mesurables, l’application f ⊗ g, ie

(f ⊗ g) (x, y) = f(x)g(y), x ∈ X, y ∈ Y,

est mesurable sur X × Y car s’écrit comme le produit des fonctions mesurables (f ◦ πX) et
(g ◦ πY ) (voir les Propositions 1.6 i), 1.8 ii) et 7.2 i)). Dans ”l’autre sens”, si F : X × Y → C
est mesurable, alors pour tout y ∈ Y , F y : X → C définie par

F y(x) = F (x, y)

est mesurable sur X car s’écrit F ◦ ry. De même, pour chaque x ∈ X, Fx : Y → C, définie par

Fx(y) = F (x, y),

ie F ◦ rx, est mesurable sur Y .

Hypothèse importante. Dans ce qui suit, on se donne des espaces mesurés (X,M, µ) et
(Y,N , ν) avec

µ et ν mesures σ-finies.

Théorème 7.3. Il existe une unique mesure, notée µ× ν, définie sur M×N telle que

(µ× ν) (A×B) = µ(A)ν(B),

pour tous A ∈M et B ∈ N .

Définition 7.4. La mesure µ× ν s’appelle la mesure produit.

Un critère très commode pour prouver l’intégrabilité d’une fonction sur X×Y est le suivant.

Théorème 7.5 (Tonelli). Soit F : X × Y → C une fonction mesurable (relativement à
M×N ). Alors, les fonctions à valeurs dans [0,+∞]

X 3 x 7→
∫
Y

|F (x, y)| dν(y) et Y 3 y 7→
∫
X

|F (x, y)| dµ(x), (7.1)

sont définies partout et mesurables (respectivement par rapport à M et N ). De plus∫
X

(∫
Y

|F (x, y)| dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

|F (x, y)| dµ(x)

)
dν(y) ≤ +∞,

et si cette valeur commune est finie alors F est µ× ν-intégrable.

Notons que les intégrales de (7.1) sont bien définies car les applications |Fx| et |F y| sont
positives et mesurables, d’après la Proposition 7.2.
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Théorème 7.6 (Fubini). Soit F : X × Y → C une fonction µ× ν intégrable. Alors

1. pour µ-presque tout x ∈ X, Fx est ν-intégrable sur Y et

x 7→
∫
Y

F (x, y) dν(y) (7.2)

est µ-intégrable sur X,

2. pour ν-presque tout y ∈ Y , F y est µ-intégrable sur X et

y 7→
∫
X

F (x, y) dµ(x)

est ν-intégrable sur Y ,

3. on a∫
X

(∫
Y

F (x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

F (x, y) dµ(x)

)
dν(y) =

∫
X×Y

F d(µ× ν).

C’est naturellement le point 3 qui est le plus intéressant (pour les calculs) ; les points 1
et 2 servent d’abord à justifier l’existence des intégrales intervenant en 3. Il ne faut pas pour
autant les oublier ! On verra d’ailleurs qu’ils sont utiles pour défnir la convolution.

Remarque. D’après 1 (et de façon analogue pour 2), Fx est ν-intégrable pour µ-presque tout
x. Cela signifie en particulier que la fonction (7.2) n’est en fait définie que µ-presque partout.
Précisons donc sa définition. En séparant parties réelles et imaginaires, on peut supposer F à
valeurs réelles et on l’écrit F = F+−F− (parties positives et négatives). D’après le Théorème
de Tonelli,

∫
Y
F+(x, y) dν(y) et

∫
Y
F−(x, y) dν(y) sont des fonctions définies partout sur X,

mesurables, et à valeurs dans [0,+∞]. Ce même théorème de Tonelli combiné à l’intégrabilité
de F montrent qu’elles sont intégrables car∫

X

(∫
Y

F±(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
X×Y

F± d(µ× ν) ≤
∫
X×Y

|F | d(µ× ν) <∞.

En particulier,
∫
Y
F±(x, y) dν(y) sont finies pour µ-presque tout x et on peut définir∫
Y

F (x, y) dν(y) =

∫
Y

F+(x, y) dν(y)−
∫
Y

F−(x, y) dν(y)

dès que chaque intégrale du membre de droite est finie. Autrement dit, si M est une partieM-
mesurable telle que µ(M) = 0 et telle que

∫
Y
F±(x, y) dν(y) sont finies pour tout x ∈ X \M ,

on a pour tout x ∈ X \M∫
Y

F (x, y) dν(y) = χX\M (x)

∫
Y

F+(x, y) dν(y)− χX\M (x)

∫
Y

F−(x, y) dν(y),

où la fonction de droite est définie (et finie) pour tout x ∈ X et mesurable. Elle est aussi
intégrable. Ainsi le point 1 du Théorème 7.6 se précise de la façon suivante :

1. (7.2) cöıncide µ-presque partout avec une fonction M-mesurable qui est µ-intégrable.

Le cas particulier de Rd.
On note par λd la mesure de Lebesgue sur Rd. Outre le fait qu’elle est σ-finie, le résultat

fondamental qui permet d’utiliser le théorème de Fubini dans Rd1+d2 ' Rd1 × Rd2 est le
suivant.

Théorème 7.7. Soient d1, d2 ≥ 1 entiers. Alors λd1+d2 est la complétée de la mesure produit
λd1 × λd2 .
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On peut donc énoncer la version euclidienne du Théorème de Fubini-Tonelli.

Théorème 7.8. Soit F : Rd1+d2 → C une fonction Lebesgue mesurable.
i) Les fonctions

x 7→
∫

Rd2

|F (x, y)| dλd2(y) et y 7→
∫

Rd1

|F (x, y)| dλd1(x)

sont définies respectivement pour λd1 -presque tout x et λd2 -presque tout y. De plus∫
Rd1

(∫
Rd2

|F (x, y)| dλd2(y)

)
dλd1(x) =

∫
Rd2

(∫
Rd1

|F (x, y)| dλd1(x)

)
dλd2(x),

et si cette valeur commune est finie, alors F est Lebesgue intégrable.
ii) Si F est Lebesgue intégrable,

1. pour λd1 -presque tout x ∈ Rd1 , Fx est λd2 -intégrable sur Rd2 et

x 7→
∫

Rd2

F (x, y) dλd2(y)

est λd1 -intégrable sur Rd1 ,

2. pour λd2 -presque tout y ∈ Rd2 , F y est λd1 -intégrable sur Rd1 et

y 7→
∫

Rd1

F (x, y) dλd1(x)

est λd1 -intégrable sur Rd1 ,

3. on a∫
Rd1

(∫
Rd2

F (x, y)dλd2(y)

)
dλd1(x) =

∫
Rd2

(∫
Rd1

F (x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y)

=

∫
Rd1+d2

F dλd1+d2 .

Remarque 1. Le point i) est la partie ”Tonelli”. Il faut observer le changement par rapport
au Théorème 7.5, avec l’introduction du presque partout. La subtilité vient du fait qu’être
Lebesgue mesurable (ie Md1+d2 -mesurable) est une notion plus générale qu’être Md1 ×Md2

mesurable.

Remarque 2. Rappelons aussi qu’intégrer des fonctions définies presque partout sous-entend
que ces fonctions cöıncident presque partout avec des fonctions Lebesgue mesurables et intégrables
ou à valeurs dans [0,+∞] (voir la Remarque après le Théorème 7.6).

Remarque 3. Répétons que la mesure de Lebesgue est σ-finie.

Dans le reste de cette section, on explique comment déduire le Théorème 7.8 des Théorèmes
7.5 et 7.6.

Si on note parMd la tribu de Lebesgue sur Rd, λd1×λd2 n’est définie que surMd1×Md2 et
il n’y a aucune raison a priori pour queMd1+d2 cöıncide avec cette tribu produit. Néanmoins,
la tribu produit est suffisament ”grosse” au sens où on peut vérifier que

B(Rd1+d2) ⊂Md1 ×Md2 ⊂Md1+d2 , (7.3)

si B(Rd1+d2) est la tribu borélienne. L’intérêt de cette remarque est le suivant. Si F est une
fonction Md1+d2 -mesurable, la Proposition 4.5 montre qu’il existe une fonction borélienne G
telle que F = G λd1+d2 presque partout. Mais comme G est borélienne, elle est Md1 ×Md2 -
mesurable d’après (7.3). Ainsi, F cöıncide λd1+d2 -presque partout, donc λd1 × λd2 -presque
partout, avec une fonction borélienne G. C’est la première étape pour se ramener à une fonction
borélienne. La seconde étape est donnée par la proposition suivante, disant les applications
partielles cöıncident presque partout :
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Proposition 7.9. Soient F : Rd1+d2 → C Md1+d2 -mesurable et G : Rd1+d2 → C borélienne
telles que F = G λd1 × λd2 -presque partout. Alors, pour λd1 -presque tout x ∈ Rd1 ,

Fx = Gx λd2 -presque partout sur Rd2 .

L’énoncé analogue a lieu pour F y et Gy lorsque y ∈ Rd2 .

Démonstration. Quitte à changer F en F − G, on peut supposer que G = 0. Soit alors N =
{F 6= 0}. Par hypothèse, il existe M ∈Md1 ×Md2 tel que

N ⊂M et (λd1 × λd2)(M) = 0.

Pour tout x ∈ Rd1 , on note alors

Mx := {y ∈ Rd2 | (x, y) ∈M}, Nx := {y ∈ Rd2 | (x, y) ∈ N} = {y ∈ Rd2 | Fx(y) 6= 0},

et il s’agit de vérifier que, pour λd1 -presque tout x, Nx est λd2 -négligeable. Par le théorème
de Fubini appliqué à la fonction indicatrice χM , qui est Md1 ×Md2 mesurable, on a

(λd1 × λd2)(M) =

∫
Rd1

(∫
Rd2

χM (x, y)dλd2(y)

)
dλd1(x) =

∫
Rd1

λd2(Mx)dλd1(x) = 0,

où la fonction x 7→ λd2(Mx) ∈ [0,+∞] est définie partout et mesurable par le théorème de
Tonelli. Comme elle est d’intégrale nulle, elle est nulle λd1 -presque partout (Proposition 3.13),
ie

A := {x ∈ Rd1 | λd2(Mx) > 0}
est λd1 -négligeable. Si x /∈ A, on a λd2(Mx) = 0 et comme Nx ⊂Mx (car N ⊂M), Nx est λd2 -
négligeable donc mesurable par complétude de la mesure de Lebesgue. On a ainsi exactement
le résultat : pour λd1 -presque tout x (ie x /∈ A), Fx = 0 λd2 -presque partout (ie sur Rd2 \Nx).
�

Démonstration du Théorème 7.8. Il suffit d’appliquer les Théorèmes 7.5 (pour i)) et 7.6 (pour
ii)) à une fonction borélienne G qui cöıncide avec F λd1+d2 -presque partout et de remarquer
que ∫

Rd2

|F (x, y)|dλd2(y) =

∫
Rd2

|G(x, y)|dλd2(y),

pour λd1 -presque tout x d’après la Proposition 7.9, et de même pour les intégrations par
rapport à y ou en remplaçant |F | et |G| par F et G. �

A Exercices

Exercice 1. 1) Montrer que tout ouvert non vide de Rd est une union au plus dénombrable
de pavés ouverts.
2) Montrer que tout ouvert non vide de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
de la forme (1.1).

La question 1) est utilisée dans la preuve de la Proposition 1.8 et la 2) dans la preuve de
la Proposition 1.7.

Solution. 1) Soit U un ouvert de Rd. Pour x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd et r > 0, on note

B(x, r) =]x1 − r, x1 + r[× · · ·×]xd − r, xd + r[,

qui est la boule relative à la norme |x|∞ = max(|x1|, . . . , |x|d). Pour tout q ∈ Qd ∩U (on peut
remplacer Qd par n’importe quelle partie dénombrable dense dans Rd), notons

I(q) = {r > 0 | B(q, r) ⊂ U}.
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Chaque I(q) est non vide car U est ouvert. Si l’un d’eux est non majoré, alors il existe une suite
rn ∈ I(q) telle que rn → ∞, auquel cas on a Rd = ∪n∈NB(q, rn) ⊂ U , et le résultat est clair
(U = Rd). Sinon, tous les I(q) sont majorés et on peut considérer, pour chaque q ∈ Qd ∩ U ,

r(q) := sup I(q).

On va montrer que

I(q) =]0, r(q)]. (A.1)

Tout d’abord, I(q) est un intervalle : si r1, r2 ∈ I(q) avec r1 < r2, alors [r1, r2] ⊂ I(q) car si
r ∈ [r1, r2], on a B(q, r) ⊂ B(q, r2) ⊂ U . De plus inf I(q) = 0 car si r ∈ I(q), alors ]0, r] ⊂ I(q)
par le même argument. Comme 0 /∈ I(q), on a I(q) =]0, r(q)] ou ]0, r(q)[. En fait r(q) ∈ I(q),
car si rn est une suite de I(q) tendant vers r(q), on a B(q, r(q)) = ∪nB(q, rn) et cette union
est incluse dans U comme union d’ouverts contenus dans U . Ceci prouve (A.1). On en déduit
que B(q, r(q)) ⊂ U pour tout q ∈ Qd ∩ U ce qui implique que

∪q∈Qd∩UB(q, r(q)) ⊂ U. (A.2)

Vérifions que c’est une égalité, ce qui donnera le résultat. Si x ∈ U , il existe ε > 0 tel que
B(x, ε) ⊂ U . Par densité de Qd dans Rd, il existe q ∈ Qd tel que

q ∈ B(x, ε/3).

Comme |q − x|∞ < ε/3, on a alors

B(x, ε/3) ⊂ B(q, 2ε/3) ⊂ B(x, ε) ⊂ U.

Cela implique que q ∈ U et que r(q) ≥ 2ε/3 ; ainsi x ∈ B(x, ε/3) ⊂ B(q, r(q)), ce qui prouve
que x est dans l’ensemble de droite de (A.2). D’où le résultat.
2) Par définition de la topologie de R tout ouvert est une réunion quelconque d’intervalles de
la forme (1.1). Commençons par remarquer que, pour une famille (aλ)λ∈Λ quelconque (non
vide) de réels,

∪λ∈Λ]aλ,+∞] =] inf
λ∈Λ

aλ,+∞],

avec la convention que infλ∈Λ aλ = −∞ si la famille des aλ n’est pas minorée. Si l’inf est réel
(ie > −∞), cette union s’écrit comme un seul intervalle ]a,+∞], sinon on écrit par exemple

]−∞,+∞] = ∪n∈N]− n,+∞].

Une union d’intervalles de la forme [−∞, aλ[ se traite de façon similaire. Il reste à considérer
une union de la forme

U = ∪λ∈Λ]aλ, bλ[,

avec les aλ < bλ réels, c’est-à-dire un ouvert de R pour lequel on peut utiliser 1). �

Exercice 2. Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Pour n ∈ N et x ∈ X, on note par Pn(x) une
proposition quelconque (ex. fn(x) > 0). Vérifier l’équivalence de i) et ii) :

i) pour tout n ∈ N, Pn(x) est vraie pour presque tout x,

ii) pour presque tout x ∈ X, Pn(x) est vraie pour tout n ∈ N.

(Ceci prouve en particulier la Remarque qui suit le Théorème 3.17.)
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Solution. Explicitons i) et ii). i) signifie

pour tout n ∈ N, il existe Nn ⊂ X négligeable tel que Pn(x) est vraie pour tout x ∈ X \Nn,

alors que ii) signifie

il existe N ⊂ X négligeable tel que Pn(x) est vraie pour tout x ∈ X \N et tout n ∈ N.

Clairement, ii) ⇒ i) car, si ii) est vraie, on obtient i) en prenant Nn = N . Pour voir que
i)⇒ ii), on suppose i) vraie et on considère

N := ∪n∈NNn.

C’est un ensemble négligeable (réunion dénombrable d’ensembles négligeables). Mais alors,
pour tout n, Pn(x) est vraie pour tout x ∈ X \N , car x ∈ X \Nn puisque

X \N = Nc = ∩j∈NN
c
j ⊂ Nc

n = X \Nn.

Donc ii) est vraie. �

Exercice 3. 1) Soit M une tribu sur un ensemble X. Soit Y ⊂ X une partie quelconque de
X. Vérifier que

MY := {A ∩ Y | A ∈M}
est une tribu sur Y .
2) Soient M une tribu sur un ensemble X, Y ∈ M une partie mesurable de X et f : Y →
K = R ou C, une application. Soit f̃ : X → K le prolongement de f par 0 hors de Y . Montrer
que

f̃ est mesurable relativement à M ⇔ f est mesurable relativement à MY .

(On suppose K équipé de la tribu borélienne).
3) Supposons (X,M, µ) mesuré et Y ⊂ X mesurable. Avec les notations précédentes, montrer
que

µY (A ∩ Y ) := µ(A ∩ Y ), A ∈M,

définit une mesure µY sur (Y,MY ) et que, pour toute fonction mesurable f : Y → [0,+∞],∫
Y

f dµY =

∫
X

f̃ dµ.

4) Supposons X topologique et notons B(X) la tribu borélienne. Soit Y un borélien de X.
Montrer que

B(X)Y = B(Y ),

où B(X)Y =MY avec M = B(X), et B(Y ) est la tribu borélienne de Y .
5) Si µ est complète relativement à M et si Y ∈ M, montrer alors que µY est complète
relativement à MY .

Commentaire. Le but de cet exercice est de justifier la Définition 3.12. La question 4)
montre qu’il n’y a pas de piège quand on considère les tribu boréliennes, au sens où considérer
les boréliens de Y (pour la topologie induite sur Y ) ou les traces (ie intersection avec Y ) des
boréliens de X revient au même.

Solution. 1) est une vérification directe qui ne pose de problème.
2) On vérifie aisément que si B ⊂ K, on a

f−1(B) = f̃−1(B) ∩ Y et f̃−1(B) =

{
f−1(B) si 0 /∈ B,
f−1(B) ∪ Y c si 0 ∈ B.
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Donc, si f̃ est mesurable et B un borélien de K, f−1(B) ∈ MY . Réciproquement, si f est

mesurable, f̃−1(B) est de la forme A ∩ Y ou (A ∩ Y ) ∪ Y c avec A ∈M et donc, dans chaque

cas, f̃−1(B) ∈M car Y ∈M.
3) Le fait que µY soit une mesure, ie la σ-additivié de µY , est immédiat. Puis, si f : Y →
[0,+∞] est MY mesurable, on vérifie que l’application

{0 ≤ s ≤ f | s étagée sur Y } 3 s 7→ s̃ ∈ {0 ≤ t ≤ f̃ | t étagée sur X},

où s̃ est l’extension de s par 0 sur Y c, est bijective. L’injectivité est triviale. Pour prouver
la surjectivité on choisit t =

∑
αkχSk dans l’ensemble d’arrivée (la somme est finie, les Sk

M-mesurables, les αk ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ f̃). Si αk 6= 0, on a nécessairement Sk ⊂ Y car f̃ (et donc
t) est nulle sur Y c. Il est alors facile de voir que t = s̃ en posant s =

∑
αk 6=0 αkχSk +0χ{t=0}∩Y

ce qui prouve la surjectivité. Enfin, comme∫
Y

s dµY =
∑

αkµ(Sk ∩ Y ) =
∑

αkµ(Sk) =

∫
X

s̃ dµ

(vérification facile en utilisant que Sk ⊂ Y si αk 6= 0), on en déduit que

sup
s étagée,
0≤s≤f

∫
Y

s dµY = sup
s étagée,
0≤s≤f

∫
X

s̃ dµ = sup
t étagée,
0≤t≤f̃

∫
X

t dµ,

ce qui est exactement le résultat.
4) D’après 1), B(X)Y est une tribu contenant tous les Ω ∩ Y , avec Ω ouvert de X, ie tous les
ouverts de Y . Donc B(Y ) ⊂ B(X)Y . Pour montrer que B(X)Y ⊂ B(Y ), on considère

T = {B1 ∪B2 | B1 ∈ B(Y ) et B2 ∈ B(Y c)} ⊂ P(X).

Il est facile de vérifier que T est une tribu sur X. De plus, tout ouvert Ω de X est dans
T car s’écrit (Ω ∩ Y ) ∪ (Ω ∩ Y c), ie réunion d’un ouvert de Y et d’un ouvert de Y c. Donc
B(X) ⊂ T . Comme Y est un borélien de X, on a A ∩ Y ∈ B(X) pour tout A ∈ B(X). Donc
A ∩ Y ∈ T et s’écrit B1 ∪B2 avec B1 ∈ B(Y ) et B2 ∈ B(Y c) ; comme B2 est clairement vide,
on a A ∩ Y = B1 ∈ B(Y ) pour tout A ∈ B(X), d’où le résultat.
5) Soit N ⊂ Y une partie µY -négligeable. Il existe donc M = A∩Y ∈MY , avec A ∈M, telle
que N ⊂M = A∩ Y et µ(A∩ Y ) = 0. Comme A∩ Y est µ-négligeable et comme N ⊂ A∩ Y ,
on a donc N ∈M, par complétude de µ. Par conséquent N = N ∩ Y ∈MY . �

Exercice 4. Prouver la mesurabilité de (5.12).

Solution. Il suffit de prouver la mesurabilité de

A(x) :=

{
|f(x)|
f(x)

= f(x)
|f(x)| si f(x) 6= 0,

0 si f(x) = 0.

Pour x ∈ X et n ≥ 1 entier, on considère

an(x) =
f(x)

|f(x)|+ 1
n

.

Elle est mesurable (composée de la fonction continue z̄/(|z| + 1
n

) avec f). De plus, an(x) →
f(x)/|f(x)| si f(x) 6= 0. On en déduit que

An := an × χf 6=0 → A, partout,

ce qui prouve la mesurabilité de A car An est mesurable pour chaque n. �
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Exercice 5. Démontrer le Théorème 6.6.

Solution. Via la caractérisation par la condition de Cauchy-Riemann, il suffit de montrer
que z 7→

∫
X
F (x, z)dµ(x) est C1 comme fonction de (Re(z), Im(z)) et se dérive sous le signe

intégral. Il suffit même de voir qu’autour de chaque z0 ∈ Z, il y a une boule B(z0, r) sur
laquelle c’est le cas. Ceci sera garanti par le Théorème 6.5 si on montre que pour chaque z0 il
existe r > 0 et gr à valeurs dans [0,+∞] et intégrable sur X telle que

pour presque tout x ∈ X, pour tout z ∈ B(z0, r),

∣∣∣∣ ∂F

∂Re(z)
(x, z)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂F

∂Im(z)
(x, z)

∣∣∣∣ ≤ gr(x).

Prouvons cette propriété. Soit N ⊂ X négligeable tel que z 7→ F (x, z) est holomorphe sur Z
pour tout x ∈ X \N et tel que

|F (x, z)| ≤ g(x), pour tous x ∈ X \N, z ∈ Z.

Soient alors z0 ∈ Z et r > 0 telle que B(z0, 2r) ⊂ Z. Alors, par formule de Cauchy, pour tout
x ∈ X \N , on a pour tout z ∈ B(z0, r),

F (x, z) =
1

2iπ

∫
|ζ−z0|=2r

F (x, ζ)

ζ − z dζ :=
1

2iπ

∫ 2π

0

F (x, z0 + 2reiθ)

z0 + 2reiθ − z 2ireiθdθ.

Cette expression se dérive sous le signe intégral (en utilisant par exemple le Théorème 6.5 !)
par rapport à Re(z) et Im(z). Comme |z− z0| < r et |ζ− z0| = 2r, on a |(ζ− z)2| ≥ r2 et donc∣∣∣∣ ∂F

∂Re(z)
(x, z)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂F

∂Im(z)
(x, z)

∣∣∣∣ ≤ 4

r
g(x),

pour tout x ∈ X \N et tout z ∈ B(z0, r). Le résultat en découle. �

Exercice 6. Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Soient 1 ≤ p < q deux réels.
1) Montrer que, pour tout r ∈]p, q[, il existe un unique θ ∈]0, 1[ tel que

1

r
=
θ

p
+

1− θ
q

. (A.3)

2) Supposons que f ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ). Montrer que, pour tout r ∈]p, q[, f ∈ Lr(µ) et que,

||f ||r ≤ ||f ||θp||f ||1−θq , (A.4)

où θ est défini comme en i).
3) Montrer que si f ∈ Lp(µ) ∩ L∞(µ), alors f ∈ Lr(µ) pour tout r ∈]p,∞[ et

||f ||r ≤ ||f ||
p
r
p ||f ||

1− p
r

∞ .

(Remarque : formellement, cette inégalité n’est autre que (A.4) en faisant q =∞.)

Solution. 1) Il suffit de résoudre l’équation (en θ) qui donne θ = ( 1
r
− 1

q
)/( 1

p
− 1

q
).

2) En remarquant que
1

p1
=
rθ

p
et

1

q1
=
r(1− θ)

q

défnissent des exposants conjugués (ie 1
p1

+ 1
q1

= 1) et que |f |r = |f |
p
p1 |f |

q
q1 , l’inégalité de

Hölder nous donne ∫
X

|f |r dµ ≤
(∫

X

|f |p dµ
) rθ

p
(∫

X

|f |q dµ
) r(1−θ)

q
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dont on tire immédiatement le résultat.
3) C’est encore plus simple ! On majore simplement∫

X

|f |r dµ =

∫
X

|f |r−p|f |p dµ ≤ ||f ||r−p∞
∫
X

|f |p dµ = ||f ||r−p∞ ||f ||pp,

qui donne le résultat. �

Exercice 7. Soient (X,M, µ) un espace mesuré et f : X → [0,+∞] une fonction mesurable.
On rappelle que {f > t} signifie f−1(]t,+∞]).
1) Montrer que ∫

X

f dµ =

∫ +∞

0

µ ({f > t}) dt. (A.5)

Montrer que cette formule reste vraie si on remplace {f > t} par {f ≥ t}.
2) En déduire que, pour p ≥ 1 réel,∫

X

fp dµ = p

∫ +∞

0

tp−1µ ({f > t}) dt. (A.6)

Solution. 1) On peut commencer par noter que t 7→ µ({f > t}) est décroissante, donc
borélienne, et à valeurs dans [0,+∞] donc son intégrale est bien définie (et vaut éventuellement
+∞). Pour comprendre, l’idée de la preuve, supposons d’abord que f = αχS , ie est propor-
tionnelle à la fonction indicatrice d’une partie mesurable S (on suppose α ≥ 0). On a, par
définition même de l’intégrale, ∫

X

f dµ = αµ(S).

Par ailleurs, on vérifie facilement que, pour tout t > 0,

{f > t} =

{
∅ si t ≥ α,
S si 0 < t < α.

Ainsi ∫ +∞

0

µ ({f > t}) dt =

∫ α

0

µ(S)dt = αµ(S),

ce qui donne le résultat dans ce cas simple. Supposons à présent f étagée, ie

f =

N∑
k=1

αkχSk , avec 0 < α1 < · · · < αN et S1, . . . , SN mesurables disjoints.

Dans ce cas, on vérifie que

{f > t} =


∅ si t ≥ αN ,
Sk ∪ · · · ∪ SN si αk−1 ≤ t < αk,

S1 ∪ · · · ∪ SN si 0 < t < α1,

de sorte que∫ +∞

0

µ ({f > t}) dt =

∫ α1

0

µ(S1 ∪ · · · ∪ SN )dt+

N∑
k=2

∫ αk

αk−1

µ(Sk ∪ · · · ∪ SN )dt

= α1 (µ(S1) + · · ·+ µ(SN )) +

N∑
k=2

(αk − αk−1) (µ(Sk) + · · ·+ µ(SN ))

=

N∑
k=1

αkµ(Sk) =

∫
X

f dµ.
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D’où le résultat si f est étagée. Enfin, pour le cas général, on choisit une suite de fonction
étagées (fn)n∈N qui converge en croissant vers f . La croissance de la suite assure que, pour
tout t > 0,

{fn > t} ⊂ {fn+1 > t}.
D’autre part, on a {f > t} = ∪n∈N{fn > t}, car si f(x) est réel et > t, on aura f(x) ≥ fn(x) > t
pour un n assez grand et si f(x) = +∞, alors fn(x) → +∞ quand n → +∞ de sorte que
fn(x) > t pour n assez grand. Ainsi, pour tout t > 0,

µ ({fn > t}) ↑ µ({f > t}), n→ +∞,

où ↑ signifie ”converge en croissant vers”. On peut donc passer à la limite avec le théorème
de convergence montone dans les deux membres de

∫
X
fn dµ =

∫ +∞
0

µ({fn > t})dt , ce qui
termine la preuve de (A.5).

Pour obtenir l’analogue avec {f ≥ t}, on peut remarquer que, pour tout entier n ≥ 1,

{f ≥ t+
1

n
} ⊂ {f > t} ⊂ {f ≥ t}

ce qui nous donne∫ +∞

0

µ

(
{f ≥ t+

1

n
}
)
dt ≤

∫ +∞

0

µ ({f > t}) dt ≤
∫ +∞

0

µ ({f ≥ t}) dt. (A.7)

Par le changement de variable t + 1
n

= s, l’intégrale à gauche vaut
∫ +∞

1/n
µ ({f ≥ s}) ds et

converge vers
∫ +∞

0
µ ({f ≥ s}) ds, par théorème de convergence monotone. On en déduit le

résultat en faisant tendre n vers +∞ dans (A.7).
2) La formule (A.6) s’obtient par le changement de variable s = tp (sur ]0,+∞[) en appliquant
(A.5) avec fp, ie∫
X

fp dµ =

∫ +∞

0

µ ({fp > s}) ds =

∫ +∞

0

µ
(
{f > s1/p}

)
ds =

∫ +∞

0

µ ({f > t}) ptp−1dt. �

Exercice 8 (Lien avec l’intégrale de Riemann). Soient a < b deux réels.

1) Soit f une fonction continue sur [a, b]. On note (temporairement)
∫ b
a
f(x)dxR son intégrale

de Riemann et on rappelle que∫ b

a

f(x)dxR = lim
n→0

b− a
n

n∑
k=0

f

(
a+

k(b− a)

n

)
. (A.8)

Montrer que ∫ b

a

f(x)dxR =

∫
]a,b[

f(x)dx,

où l’intégrale à droite est l’intégrale de Lebesgue.

Supposons à présent f continue sur ]a, b]. On rappelle que, sous réserve d’existence de la
limite (finie), on pose ∫ b

a

f(x)dxR = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx,

auquel cas on dit que f a une intégrale de Riemann généralisée (en a) convergente. Si cette
limite existe quand on remplace f par |f | on dit que l’intégrale est absolument convergente (et
on rappelle qu’absolue convergence ⇒ convergence).

2) Montrer que f a une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente si et seule-
ment si f est Lebesgue intégrable sur ]a, b[ et qu’alors les deux intégrales cöıncident.
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Commentaire. Naturellement, (A.8) est l’expression de la convergence des sommes de Rie-
mann vers l’intégrale de Riemann de f , mais ce n’est pas la définition de l’intégrale de Riemann.
Toutefois, ce cadre (un peu) simplifié capture l’essentiel des arguments qui montrent que les
intégrales de Riemann et de Lebesgue cöıncident pour les fonctions continues, lorsqu’il y a
absolue convergence.

Solution. Vue en TD.

Exercice 9. Soit f : [0,+∞[→ C de classe C1. On suppose que, pour un p ∈ [1,∞[, f ∈
Lp(R+) et f ′ ∈ Lp(R+). Montrer que f(x)→ 0 lorsque x→∞.

Solution. Il suffit de montrer que |f | a une limite à l’infini car, si c’est le cas, cette limite
doit être nulle (sinon, il existerait c > 0 et R > 0 tels que |f(x)| ≥ c pour x > R auquel cas
on aurait

∫
|f |p ≥

∫
x>R

cp = +∞). Supposons p > 1 (le cas p = 1 est facile) et admettons un
instant que

|f(x)|p = |f(0)|p +
p

2

∫ x

0

(
f ′
f

|f | +
f

|f |f
′
)
χf 6=0|f |p−1dt, (A.9)

qui n’est formellement que l’identité g(x) − g(0) =
∫ x

0
g′(t)dt avec g(t) = |f(t)|p. La fonction

entre parenthèses est dans Lp car majorée en module par |f ′|+ |f ′| = 2|f ′|. Par ailleurs, si q
est l’exposant conjugué de p, on vérifie (ou on sait bien) que |f |p−1 ∈ Lq. Ainsi, par l’inégalité
de Hölder, la fonction sous l’intégrale dans (A.9) est dans L1(R+) et l’intégrale donc une limite
(finie) quand x→ +∞, par théorème de convergence dominée. Ainsi |f |p a une limite en +∞
donc |f | aussi et f → 0.

Le problème est donc de préciser le sens de (A.9) et de prouver cette formule. Si f ne
s’annule pas, |f |p est C1 et (A.9) est effectivement donnée par g(x) − g(0) =

∫ x
0
g′(t)dt avec

g(t) = |f(t)|p. Pour le cas général, on va approcher |f | par

Fn :=

(
|f |2 +

1

n
g

)1/2

, g(t) = e−t
2
.

Clairement Fn(t)→ |f(t)| pour tout t. De plus, comme Fn ne s’annule pas, elle est C1 et

F ′n(t) =
1

2Fn(t)

(
(f ′f + ff

′
)(t)− 2t

n
g(t)

)
.

Enfin, en tout point,

pF ′nF
p−1
n → p

2

(
f ′
f

|f | +
f

|f |f
′
)
χf 6=0|f |p−1,

car si f(t) 6= 0 c’est clair et si f(t) = 0 le terme de droite est nul et celui de gauche vaut

−pt(g(t)/n)p/2

qui tend aussi vers 0 quand n→∞. Notons au passage que cela justifie la mesurabilité de la
fonction sous l’intégrale dans (A.9). Pour conclure, on note que 0 ≤ t(g(t)/n)1/2 ≤ xg(t)1/2 ≤ x
sur [0, x] et que F1 ≥ Fn ≥ |f | et on en déduit que

|pF ′n(t)F p−1
n (t)| ≤ pF p−1

1 (t)
(
|f ′(t)|+ x

)
∈ L1([0, x], dt),

ce qui permet, à x fixé, d’utiliser le théorème de convergence dominée et ainsi de justifier (A.9).
�
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Exercice 10. Montrer que, pour tout p ∈ [1,∞[, Lp(Rd) est séparable (ie qu’il existe une
famille dénombrable dense).

Solution. Pour k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, posons

Ck = [ k1 −
1

2
, k1 +

1

2
[ × · · · × [ kd −

1

2
, kd +

1

2
[ .

Il est clair que ∪k∈ZdCk = Rd et que les cubes Ck sont disjoints. Pour n ∈ N, on pose

Ck,n = 2−nCk, χk,n = χCk,n

Il est à nouveau clair que la famille dénombrable (Ck,n)k∈Z est une partition de Rd en cubes
de côté 2−n. Notons ck,n les centres de ces cubes, ie

ck,n = 2−n (k1, · · · , kd) .

Soit alors ϕ ∈ Cc(Rd), et notons

ϕn =
∑
k∈Zd

ϕ(ck,n)χk,n.

Remarquons alors que si ϕ est à support dans un assez grand cube dyadique 2NC0, toutes les
ϕn sont nulles hors de ce cube, et seuls un nombre fini de k ont une contribution non nulle
dans cette somme. Plus précisément, il existe K(n) fini tel que, pour tout x ∈ Rd,

ϕn(x) =
∑

k∈K(n)

ϕ(ck,n)χk,n(x)

et
sup
x∈R
|ϕ(x)− ϕn(x)| ≤ max

k∈K(n)
sup
Ck,n

|ϕ(x)− ϕ(ck,n)|.

Si ce maximum est nul, la fonction est nulle. Sinon, il n’est pas nul, on peut alors trouver pour
chaque j ∈ K(n) un rationnel qj,n tel que

|qj,n − ϕ(cj,n)| ≤ max
k∈K(n)

sup
Ck,n

|ϕ(x)− ϕ(ck,n)|,

de sorte que, si on pose

ϕ̃n(x) =
∑

j∈K(n)

qj,nχj,n(x),

on a

sup
Rd
|ϕ(x)− ϕ̃n(x)| ≤ sup

Rd
|ϕ(x)− ϕn(x)|+ sup

Rd
|ϕn(x)− ϕ̃n(x)|

≤ 2 max
k∈K(n)

sup
Ck,n

|ϕ(x)− ϕ(ck,n)|

Par uniforme continuité de ϕ, le terme de droite tend vers 0 quand n → ∞ (car Ck,n est de
côté 2−n), et on en déduit que

||ϕ− ϕ̃n||p → 0,

en utilisant que ϕ et les ϕ̃n sont nulles hors d’un cube fixe 2NC0 et majorées uniformément
par 3||ϕ||∞.
Conclusion. Si N est fixé, n est fixé et si K(n) est un ensemble fini arbitraire, la famille
des fonctions de la forme ϕ̃n, qui est indexée par (qj,n)j∈K(n) ∈ QK(n), est dénombrable car
QF est dénombrable si F est fini. Puis, si on garde seulement N fixe, l’ensemble de toutes les
fonctions ϕ̃n, lorsque n ∈ N et K(n) est comme dans la construction ci-dessus, est dénombrable
comme union dénombrable de dénombrables, car on peut l’indexer par ∪nQK(n). Puis, si on
prend la réunion sur N ∈ N des ensembles ainsi construits, on obtient encore un ensemble
dénombrable. Cette partie dénombrable de Lp(Rd) approche arbitrairement les éléments de
Cc(Rd) dans Lp(Rd). Comme Cc(Rd) est lui-même dense, cette famille est dense. �

42



Exercice 11. Montrer que L∞(R) n’est pas séparable.

Solution. Par l’absurde. On suppose qu’il y a une suite de fonctions (fn)n∈Z de L∞(R) dense.
Pour n ∈ Z, on note In = [n, n+ 1[ et χIn la fonction caractéristique associée. On introduit

εn =

{
1 si ||fn||L∞(In) ≤ 1/2

0 si ||fn||L∞(In) > 1/2
,

et on considère la fonction mesurable bornée

f :=
∑
n∈Z

εnχIn .

Il suffit alors de remarquer que pour chaque n ∈ Z,

||f − fn||L∞(R) ≥ ||f − fn||L∞(In) ≥
∣∣||f ||L∞(In) − ||fn||L∞(In)

∣∣ =
∣∣εn − ||fn||L∞(In)

∣∣ ≥ 1/2,

pour obtenir une contradiction. �

Exercice 12. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue sur L∞(Rd) qui n’est pas de
la forme f 7→

∫
fg avec g ∈ L1(Rd). (Indication : Théorème de Hahn-Banach.)

Solution. Soit f0 ∈ L∞(Rd) qui n’est pas dans Cc(Rd). Par Théorème de Hahn-Banach, il
existe une forme linéaire Φ sur L∞(Rd) telle que

Φ ≡ 0 sur Cc(Rd) et Φ(f0) = 1.

Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe g ∈ L1(Rd) telle que Φ(f) =
∫
fg, pour

toute f ∈ L∞(Rd). Alors, on a
∫
ϕg = 0 pour toute ϕ ∈ Cc(Rd). Si on admet un instant

que ceci implique que g = 0 pp, alors f0g = 0 pp et donc Φ(f0) =
∫
f0g = 0 donne une

contradiction. Montrons que g = 0 pp. Considérons ψn une suite de fonctions continues à
supports compacts telle que

ψn(x) = 1 pour tout x ∈ [−n, n]d et 0 ≤ ψn ≤ 1.

C’est facile d’en construire à partir du cas d = 1 avec une fonction affine par morceaux. Par
théorème de convergence dominée, on a∫

|ψng − g| → 0.

Il suffit donc de prouver que
∫
|ψng| = 0 pour tout n. Par théorème de Lusin, il existe une

suite ϕk ∈ Cc(Rd) telle que ||ϕk||∞ ≤ 1 et

ϕk(x)→ ψn(x)g(x)

|ψn(x)g(x)|χψng 6=0(x), k →∞,

pour presque tout x ∈ Rd (la mesurabilité de la fonction à droite se prouve comme dans
l’Exercice 4). Par théorème de convergence dominée, on a∫

ψngϕk →
∫
|ψng|, k →∞.

Or, pour toute ϕ ∈ Cc(Rd), on a
∫
ψngϕ = Φ(ψnϕ) = 0 car ψnϕ ∈ Cc(Rd). Ainsi

∫
ψngϕk = 0

pour tout k donc
∫
|ψng| = 0. Comme n est arbitraire,

∫
|g| = 0. �
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Exercice 13 (Continuité des translations dans les Lp(Rd)). . Soit p ∈ [1,∞[. Pour tout
x ∈ Rd et toute f ∈ Lp(Rd), on définit

(τxf)(y) = f(y − x),

pour presque tout y. Montrer que si x→ x0 dans Rd, alors τxf → τx0f dans Lp(Rd).

Solution. C’est une application classique de la densité de Cc(Rd) dans Lp(Rd). Si ϕ ∈ Cc(Rd),
x 7→ τxϕ est continue de Rd dans Lp(Rd), c’est-à-dire, pour tout x0 ∈ Rd,

||τxϕ− τx0ϕ||p → 0, x→ x0.

En effet, si ϕ est nulle hors de B(0, n), τxϕ(y) = ϕ(y − x) est nulle si y /∈ B(x, n) donc si x
reste au voisinage de x0, disons si |x−x0| ≤ 1, alors ϕ(y−x) est nulle si y /∈ B(x0, n+ 1) (car
|y − x| ≥ |y − x0| − |x0 − x| ≥ n). Ainsi, on a la condition de domination

|ϕ(y − x)− ϕ(y − x0)| ≤ 2||ϕ||∞χB(x0,n+1)(y), y ∈ Rd, x ∈ B(x0, 1),

qui s’élève à la puissance p en |ϕ(y−x)−ϕ(y−x0)|p ≤ 2p||ϕ||p∞χB(x0,n+1)(y) et dont le second
membre est intégrable et indépendant de x. Comme ϕ(y − x)− ϕ(y − x0)→ 0 quand x→ 0,
par continuité de ϕ, on en déduit que

||τxϕ− τx0ϕ||
p
p =

∫
|ϕ(y − x)− ϕ(y − x0)|pdy → 0, x→ x0.

Si maintenant f ∈ Lp(Rd) est une fonction quelconque, alors en remarquant que τx est linéaire
sur Lp(Rd) et que

||τxf ||pp =

∫
|f(y − x)|pdy =

∫
|f(z)|pdz = ||f ||pp

(via le changement de variable y − x = z, qui est de jacobien 1), on voit que, pour toute
ϕ ∈ Cc(Rd),

||τxf − τx0f || = ||τx(f − ϕ) + (τxϕ− τx0ϕ)− τx0(f − ϕ)||p
≤ 2||f − ϕ||p + ||τxϕ− τx0ϕ||p. (A.10)

Fixons alors ε > 0. Par densité de Cc(Rd) dans Lp(Rd), on peut trouver ϕ ∈ Cc(Rd) telle
que ||f − ϕ||<ε/3. Puis, comme τxϕ → τx0ϕ quand x → x0, on peut trouver δ > 0 tel que
||τxϕ−τx0ϕ||p < ε/3 si |x−x0| < δ. Ainsi, d’après (A.10), ||τxf−τx0f || < ε dès que |x−x0| < δ,
ce qui est le résultat cherché. �

Exercice 14 (Inégalité de Jensen). Soit (X,M, µ) un espace probabilisé (ie µ(X) = 1). Soient
I un intervalle ouvert et ϕ : I → R une fonction convexe. Soit f ∈ L1(µ) est à valeurs dans I.
1) Montrer que (ϕ ◦ f)− (la partie négative de ϕ ◦ f) est intégrable.
2) Montrer que

∫
X
f dµ ∈ I.

3) Montrer que si (ϕ ◦ f)+ est intégrable, alors

ϕ

(∫
X

f dµ

)
≤
∫
X

ϕ ◦ f dµ.

Indication. On pourra utiliser (et redémontrer) que ϕ est convexe si et seulement si

ϕ(y)− ϕ(x)

y − x ≤ ϕ(z)− ϕ(y)

z − y , (A.11)

pour tous x < y < z dans I.
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Il existe une preuve très courte, mais astucieuse, de l’inégalité de Jensen (voir Rudin par
exemple). On voudrait ici présenter une preuve intuitive, en révisant au passage quelques
propriétés des fonctions convexes.

Intuitivement, le point 3) (ie l’inégalité de Jensen) devrait suivre du fait suivant. Si s =∑
k αkχSk est une fonction étagée (avec tkSk = X), on a

ϕ

(∫
X

s dµ

)
= ϕ

(∑
k

αkµ(Sk)

)
≤
∑
k

µ(Sk)ϕ(αk) =

∫
X

ϕ ◦ s dµ, (A.12)

où le point clef est l’inégalité, qui utilise le fait que
∑
k µ(Sk) = 1 ie que

∑
k αkµ(Sk) est

une combinaison convexe des αk. On voudrait alors obtenir le résultat pour une fonction
f ∈ L1(X, dµ) quelconque via un passage à la limite en l’approchant par des fonctions étagées.
Ceci utiliserait notamment la propriété∫

X

sn dµ→
∫
X

f dµ ⇒ ϕ

(∫
X

sn dµ

)
→ ϕ

(∫
X

f dµ

)
,

qui est garantie si ϕ est continue. Nous allons pour cela revoir qu’une fonction convexe sur un
intervalle ouvert est continue.

Solution. On commence par quelques préliminaires sur les fonctions convexes. Montrons
d’abord la caractérisation de la convexité par (A.11). En effet, (A.11) équivaut à

ϕ(y) ≤ z − y
z − xϕ(x) +

y − x
z − xϕ(z), (A.13)

et comme y s’écrit comme la combinaison convexe z−y
z−xx+ y−x

z−x z (avec x < y < z), la convexité
de ϕ entrâıne (A.11). Réciproquement, si (A.11) est vraie pour tous x < y < z, alors (A.13)
aussi et en explicitant cette dernière avec y = tx+(1− t)z et 0 < t < 1, on obtient la convexité
de ϕ.

Si I est ouvert, ϕ est continue. On montre la continuité à gauche puis à droite. Soit y0 ∈ I.
Alors, comme I est ouvert, il existe ε0 > 0 tel que [y0 − ε0, y0 + ε0] ⊂ I. Si 0 < h < ε0, (A.11)
nous donne

ϕ(y0)− ϕ(y0 − h) ≤ h
(
ϕ(y0 + ε0)− ϕ(y0)

ε0

)
,

en prenant x = y0 − h, y = y0 et z = y0 + ε0. On obtient de même

ϕ(y0)− ϕ(y0 − h) ≥ h
(
ϕ(y0)− ϕ(y0 − ε0)

ε0

)
,

avec x = y0− ε0, y = y0−h et z = y0. On en déduit la continuité de ϕ à gauche. La continuité
de ϕ s’obtient de façon similaire.

On remarque enfin que ϕ ne peut pas décrôıtre plus vite que linéairement. Fixons y0 ∈ I
et ε0 > 0 comme ci-dessus. D’après (A.11) avec x = y0 − ε0, y = y0 et z > y0, on a

ϕ(z) ≥ (z − y0)

(
ϕ(y0)− ϕ(y0 − ε0)

ε0

)
+ ϕ(y0).

De même (A.11) avec x < y0, y = y0 et z = y0 + ε0 donne facilement

ϕ(x) ≥ (x− y0)

(
ϕ(y0 + ε0)− ϕ(y0)

ε0

)
+ ϕ(y0).

On en déduit l’existence de C > 0 telle que, pour tout x ∈ I,

ϕ(x) ≥ −C(|x|+ 1). (A.14)
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1) Notons d’abord que ϕ◦f est mesurable car f l’est et ϕ est continue. D’après (A.14), lorsque
ϕ(x) = −ϕ−(x) < 0, on a ϕ−(x) ≤ C(|x|+ 1). On en déduit que 0 ≤ (ϕ ◦ f)− ≤ C|f |+ C où
la fonction à droite est intégrable car |f | est intégrable et 1 est intégrable (car µ(X) < ∞).
Donc (ϕ ◦ f)− est intégrable.
2) Il s’agit de prouver que

∫
X
fdµ > inf I et

∫
X
fdµ < sup I. Si le sup est +∞ ou l’inf −∞

c’est clair. Supposons par exemple sup I = a ∈ R. Par hypothèse, f(x) < a pour presque tout
x donc

∫
X
fdµ ≤ a. Il ne peut pas y avoir égalité sinon

∫
X

(a−f)dµ = 0 avec a−f ≥ 0 presque
partout donc a = f presque partout ce qui est exclu. On procède de même avec l’inf si il est
fini.
3) On va obtenir le résultat en approchant f par des fonctions étagées, pour lesquelles on sait
le résultat vrai d’après (A.12). On commence par remarquer que, sans perte de généralité, on
peut supposer 0 ∈ I (sinon, on choisit c ∈ I et on remplace ϕ(x) par ϕ(x+ c) et f par f − c).
On décompose ensuite f = f+ − f− et on choisit deux suites de fonctions étagées s+

n et s−n
telles que 0 ≤ s±n ≤ f± et s±n → f±. On pose fn = s+

n −s−n . Par convergence dominée, puisque
|fn| ≤ |f |, on a

∫
X
fndµ→

∫
X
fdµ donc, par continuité de ϕ,

ϕ

(∫
X

fndµ

)
→ ϕ

(∫
X

fdµ

)
.

On veut maintenant voir que ∫
X

ϕ ◦ fn dµ→
∫
X

ϕ ◦ f dµ.

Comme ϕ est continue, on a ϕ◦fn → ϕ◦f . Pour appliquer le théorème de convergence dominée,
il reste à obtenir une condition de domination. D’après (A.14) et le fait que |fn| ≤ |f |, on a

−C(|f |+ 1) ≤ −C(|fn|+ 1) ≤ ϕ ◦ fn.

Cela nous donne une minoration. Pour avoir une majoration, on va prouver que

ϕ ◦ fn ≤ |ϕ(0)|+ (ϕ ◦ f)+,

ce qui permettra de conclure car le membre de droite est intégrable. En effet, si f(ω) ≥ 0, alors
f(ω) = f+(ω) et f−(ω) = s−n (ω) = 0 donc fn(ω) = s+

n (ω). Dans ce cas, on a 0 ≤ fn(ω) ≤ f(ω)
et on peut écrire fn(ω) comme combinaison convexe de 0 et f(ω), ce qui nous donne, pour un
t ∈ [0, 1]

ϕ(fn(ω)) ≤ tϕ(0) + (1− t)ϕ(f(ω)) ≤ |ϕ(0)|+ (ϕ ◦ f)+(ω).

On procède de même si f(ω) < 0 auquel cas f(ω) ≤ fn(ω) ≤ 0. �

Exercice 15 (Estimation de Schur). Soit K : Rd × Rd → C continue et telle que

C1 := sup
x∈Rd

∫
|K(x, y)|dy <∞, C2 := sup

y∈Rd

∫
|K(x, y)|dx <∞.

1) Montrer que pour chaque ϕ ∈ Cc(Rd), la fonction

x 7→ (Aϕ)(x) :=

∫
K(x, y)ϕ(y)dy

est bien définie sur Rd et continue.
2) Montrer que pour tout p ∈ [1,∞], Aϕ ∈ Lp(Rd) et

||Aϕ||p ≤ C1−1/p
1 C

1/p
2 ||ϕ||p,

avec la convention que C
1−1/p
1 C

1/p
2 = C1 si p =∞.

(Indication : on pourra utiliser l’inégalité de Hölder par rapport à y.)
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Solution. 1) À x fixé, la fonction y 7→ K(x, y)ϕ(y) est continue à support compact donc
intégrable. (Aϕ)(x) est donc bien définie pour tout x. Pour montrer la continuité de Aϕ, il
suffit de montrer que Aϕ est continue sur B(0, n) pour tout n > 0. Soit R > 0 tel que ϕ = 0
à l’exterieur de B̄(0, R). Alors, par continuité de K sur le compact B̄(0, n)× B̄(0, R), il existe
C telle que

|K(x, y)| ≤ C, (x, y) ∈ B̄(0, n)× B̄(0, R),

ce qui implique que

|K(x, y)ϕ(y)| ≤ C|ϕ(y)|, (x, y) ∈ B̄(0, n)× Rd,

puisque le deux membres de l’inégalité sont nuls si y /∈ B̄(0, R). Cette condition de domination
et la continuité de x 7→ K(x, y)ϕ(y) sur B(0, n), pour tout y ∈ Rd, montrent que x 7→∫
K(x, y)ϕ(y)dy est continue sur B(0, n). Comme n est arbitraire, Aϕ est continue sur Rd.

2) Si p =∞, le résultat suit simplement de

|Aϕ(x)| ≤
∫
|K(x, y)ϕ(y)|dy ≤ ||ϕ||∞

∫
|K(x, y)|dy ≤ C1||ϕ||∞.

Supposons donc p ∈ [1,∞[ et notons q son exposant conjugué. Par souci de clarté, on suppose
d’abord p > 1 pour assurer que q est fini. Alors

|Aϕ(x)| ≤
∫
|K(x, y)ϕ(y)|dy =

∫
|K(x, y)|

1
q |K(x, y)|

1
p |ϕ(y)|dy,

≤
(∫
|K(x, y)|dy

)1/q (∫
|K(x, y)||ϕ(y)|pdy

)1/p

, (A.15)

en utilisant l’inǵalité de Hölder. Ainsi

|Aϕ(x)|p ≤ Cp/q1

∫
|K(x, y)||ϕ(y)|pdy,

et par théorème de Tonelli, puisque (x, y) 7→ |K(x, y)ϕ(y)| est continue sur R2d donc B(R2d)-
mesurable et donc B(Rd)× B(Rd)-mesurable, on a∫ (∫

|K(x, y)||ϕ(y)|pdy
)
dx =

∫ (∫
|K(x, y)||ϕ(y)|pdx

)
dy ≤ C2||ϕ||pp

de sorte que ∫
|Aϕ(x)|pdx ≤ Cp/q1 C2||ϕ||pp,

qui est exactement le résultat. Pour p = 1 la preuve est complètement identique si ce n’est
qu’il faut remplacer (A.15) par

∫
|K(x, y)||ϕ(y)|dy. �

Références
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