CONVOLUTION

1 L’algebre de convolution L!(R?)

Théoréme 1.1. Soient f,g € L*(R?). Pour presque tout v € R, y s f(y)g(z —y) est intégrable
et la fonction

(F+9)@) = [ FWate~ )y
est elle-méme intégrable sur R. De plus

1 gl < 1A lgl]a- (1.1)

Comme on l'a déja vu, le fait que f * g soit définie presque partout et intégrable signifie
qu’il existe une fonction Lebesgue intégrable et définie partout qui coincide presque partout avec
I'intégrale définissant f * g.

Démonstration. Par théoréme de Tonelli, g ® f : (z,y) — f(y)g(z) est intégrable sur R? x R? et
19 @ fllLrmaxray = |[f]lL1(ra)l|9]] L1 (ray- L'application
P (xay) = (‘r_yvy)

est un C! difféomorphisme de R? x R? de Jacobien 1, donc par théoréme de changement de variable

9 fllus sy = 19 1) 0 Bllisaorsn = [ |w)gle = lde x dy.
R4 xR

Donc (z,y) — f(y)g(z—y) est Lebesgue intégrable sur R x R? et la conclusion est une conséquence
directe du théoreme de Fubini. g

Définition 1.2. f x g s’appelle produit de convolution, ou simplement convolution, de f et g.

Par linéarité de l'intégrale, il est clair que (f,g) — f * g est bilinéaire. On a aussi les propriétés
suivantes.

Proposition 1.3. Le produit de convolution est commutatif et associatif.

Démonstration. On considere f, g, h € L'(R9).

Commutativité. Soit NV négligeable tel que y — f(y)g(z —y) et y — g(y)f(x —y) soient intégrables
pour tout z € R?\ N. L’application ¢, : y — = — y est un difféomorphisme sur R? de Jacobien
(—1)?, donc pour tout x € R4\ N,

9+ 5@ = [ a0 =y = [ alelo)f@=ouo)dy = [ gla=n)f)dy = £ +g(a).



Associativité. Pour presque tout x,

(F+9)shio) = |

Rd

(f * 9)(W)h(x — y)dy = /

Rd

( ()9l - z)dz) he—y)dy,  (12)
R

ot [ f(2)g(y — z)dy est définie pour presque tout y. De méme,

frigen@ = [ fEesma-2iz= [ 16 ( / dg(y)h(xzy)dy> de (13)

Formellement, on passe de (1.3) & (1.2) par changement de variable y — y—z et théoréme de Fubini.
On peut le justifier de la fagon suivante. Par théoreme de Tonelli, (z,y,2) — (h®@g® f)(z,y,2) =
h(z)g(y)f(z) est intégrable sur R3¢, donc, en considérant le difféomorphisme

V(z,y,2) = (x —y = 2,9,2)

qui vérifie |[detDU| =1, (h® g ® f) o ¥ est également intégrable. Par théoréme de Fubini, cette
fonction est intégrable par rapport & (y, z) pour presque tout z et

frgeme = [ hege oy x e

Par composition avec le difféomorphisme O : (y, z) — (y — z, z), de Jacobien 1, on a, pour presque
tout z,

frigen@ = [ (e fovoslny. 2y xds
R4 xR
= / (/ (h®g®f)o\Ilo®(x,y,z)dz> dy
Rd \JRd
= (f*g)*h(x),
en utilisant le théoreme de Fubini pour passer de la premieére a la deuxieme ligne. 0.

Définition 1.4. On appelle approzimation de lidentité ou unité approchée toute suite (pp)nen de
fonctions de L*(R?) wvérifiant :
[

1. Moyenne tendant vers 1 :
2. Borne uniforme dans L' : il existe C > 0 telle que
lpnllt <C pour tout n,

3. Concentration en 0 : pour tout § > 0,

/ lon| — 0, n — 00.
|z|=6



Dans beaucoup d’exemples, la condition 1 est en fait une égalité : [ p, = 1. Dans ce cas, si en
plus p, > 0, la condition 2 devient alors ||p,||1 = 1.

Exemple. Si p € L' (R?) vérifie [ p =1, alors
pu() = np(nz)
est une approximation de 'identité.
La terminologie est justifiée par le théoréeme suivant.
Théoréme 1.5. Soient f € L'(R?) et (p,)nen une approzimation de lidentité. Alors

f*pn = flh =0, n—oo

Isolons le calcul suivant qui est un raisonnement fondamental pour ’approximation par convo-
lution. Soit ¢ € C.(R?).

/w(a:—y)pn(y)dy—so(:v) = /(w(x—y)—w(x))pn(y)dy_(1_/%)@(36)
- /<5 (p(z = y) = p(2)) pn(y)dy
2= y) = el@)) paly)dy = (1= n) ().
+/|y<6 (p(@ —y) — ¢(@)) pn(y)dy — (1 /p )e(x)

Noter que dans le cas (fréquent) ol [ p,, = 1, le dernier terme est nul. Dans tous les cas, ceci nous
montre que

0% pn(2) — @(@)| < sup |o(z — y) — (@) / 1Pl + (u - /pn| + / Ny |pn|dy> lelloo-

lyl|<é
En utilisant la continuité uniforme de ¢ sur R%, nous obtenons le point (1.4) du lemme suivant.
Lemme 1.6. Si ¢ € C.(R?) et (pn)nen est une approzimation de Uidentité, alors
lo* pn—¢llc =0,  n— o0 (1.4)
Si en plus, pour un r > 0, p,(y) = 0 pour presque tout y ¢ B(0,r) et tout n € N, alors
supp(p) C B(0, R) = supp(¢ * p,) C B(0, R+ 7). (1.5)

Démonstration. 1l reste & prouver le point (1.5). En effet, si 2 ¢ B(0, R+ ), on a

o * pn(z) = /pn(y)so(w —y)dy = / pn(y)p(z —y)dy =0

B(0,r)
car p(x —y) = 0 pour tout y € B(0,7), puisque |z —y| > |z| — |y| > R+r—7=R. O

Démonstration du Théoréme 1.5. Soit r > 0 (par exemple r = 1). Posons p, = pn X Xp(o,- Par
le point 3 de la Définition, 1.4, on a

Hpn_ﬁnHl_’Q n — o0.



En particulier, (f,,)nen est aussi une approximation de l'identité. De plus

s pn = flle < N *hn = fll+ 11 % (5o = pn)lla
< S pn = fll+ [ lallon = pnll

ot le dernier terme tend vers 0. Par ailleurs, & € > 0 fixé, on peut trouver ¢ € C.(R%) telle que
I|f —@ll1 < e et alors

I1f * pn — flln L =@l +lle = @ pully + [I(f = #) * pnlla

<
< @+ pnll) e+ 1o = @ * pnllr-
Par le Lemme 1.6, on a ¢ x g, (z) — ¢(x) pour tout x et
o pn(@)] < CX5(0,R+r (), zeR? neN,
(on peut prendre C' = ||¢]|co + sup,, ||¢ — ¢ * pnllco) donc, par théoréme de convergence dominée,
llp =@ pnllt =0, n— o0
En posant C' =1+ sup,, ||pn||1, nous avons donc prouvé que, pour tout € > 0, il existe ng tel que
If = F*pnllh <(C"+ e, n=mno,
ce qui donne le résultat. O

Remarque complémentaire. En fait, I’élément neutre pour la convolution est la mesure de Dirac
a lorigine dy. Pour donner un sens a cette affirmation, il faut savoir définir la convolution avec une
distribution (ou au moins une mesure). De toute facon, y n’est pas dans L! (voir les exercices de
F-EDP en M1) et il n’y a pas de neutre pour la convolution qui soit dans L*.

2 Convolution avec une fonction réguliere

Dans la Section 1, on a vu comment convoluer deux fonctions f et g intégrables sur R%. La
définition utilise un argument abstrait d’intégration, via le théoreme de Fubini, qui ne permet de
définir f * g(z) que pour presque tout z. Nous allons voir ici que si f ou g posséde une certaine
régularité, ie continue voire C¥, et est bornée, alors la fonction f * g est définie ponctuellement
(pas seulement presque partout) et a la méme régularité.

Définition 2.1. Pour k € N, on note Cf (R?) I’espace vectoriel des fonctions C* qui sont bornées
sur R? ainsi que toutes leurs dérivées partielles (d’ordre < k). On note C5°(R?) = NipenCF(RY).

Exemple. Les fonctions C* & support compact, ie nulles & l'extérieur d'un compact, sont dans
CF(R?). Elles en forment un sous-espace vectoriel qu’on note traditionnellement C§(R?) ou C*(R?).
En particulier, C.(R?) = CO(R?) = C§(R?).

Notations. Un élément o = (ay,...,a4) € N s’appelle un multi-indice. La longueur de « est
lentier
la] == a1 + -+ ag.



(Attention : cette notation, usuelle, n’est pas compatible avec celle de la norme euclidienne sur R?,
ie |z| = (22 4 -+ + 22)1/2). Noter que |a + 8] = |a| + |B|. Pour f € C¥(R?) et a tel que |a| < k,
on note ot
a1 +ag
0%f = !

T aq Qg
Ox{™" - - Ox

et on rappelle que, si |a + §] <k,
90" f =00 f,

ie 0%(08 f) = 0°T8 f ce qui est une conséquence du lemme de Schwarz.

Théoréme 2.2. Soient f € L'(R?) et g € CF(R?). Pour tout x € R%, la fonction

frg(x) = /f(y)g(x —y)dy,
est bien définie. De plus f x g € le(Rd) et pour tout multi-indice o de longueur < k, on a

O (fxg)=f*(0%).

Notons que grace au changement de variable y — x — y, on voit que f(z —y)g(y) est intégrable
pour tout x et que

fgla) = / f(@ — y)a(y)dy.

Démonstration. Pour k =0, z — f(y)g(x — y) est continue pour presque tout y et

|f(W)g(x —y)| < lglleol ()]

qui est intégrable, donc x — f * g(x) est continue sur R%. Pour k = 1, on observe que z +
f(y)g(z —y) est C* pour presque tout y et, pour tout j =1,...,d,

0

9, W@ —y)| < 1fW)9;9lco-

Par théoréme de dérivation sous le signe [, z+— fxg(z) est C* et 9;(f * g) = f *0;g. Pour k > 2,
on procede de facon analogue par récurrence. O

Remarque. A posteriori, ceci montre que la fonction ¢ % p, du Lemme 1.6 est une fonction
continue.

Corollaire 2.3. Soit K un compact de R% et Q un voisinage quelconque de K. Alors il existe
© € CS°(RY) telle que
=0 surR¥\Q et p=1 sur K.

Démonstration. Il faut commencer par remarquer que, si on pose

K. = {z ¢ R? | dist(x, K) < €}, (2.1)



on a K. C Q pour € > 0 petit (couvrir K par des boules de rayon < € contenues dans €2). Notons
aussi que, pour tout € > 0, on peut trouver p. € C5°(RY) telle que

/pe =1 et supp(pc) C B(0,e).

Pour cela, il suffit de savoir qu’il existe ¢ € C§° (R?) non identiquement nulle; on peut alors la
supposer > 0 et d’intégrale 1 quitte & la remplacer par [¢)|?/ [ 4|2, Pour avoir en plus la propriété
de support, on considere R%)(Rz) avec R assez grand car ¢(Rx) = 0 si |x| > M/R en supposant
supp(y)) € B(0, M). On constate alors que

p(z) == XK. * pe(z) = /K pe(z —y)dy,

vérifie supp(p) C Kac et ¢ = 1 sur K. En effet si # ¢ Kae et y € K, alors |z — y| > ¢ donc
pe(x—y)=0et p(z)=0.Six e K et x—y e B(0,¢), on ay € K, de sorte que

1—/de5(:ry)dy—/KE pe(z — y)dy = p(z)

ce qui termine la démonstration puisque Ko, C (2 si € est assez petit. O

Proposition 2.4. Soit o € C.(R?) supportée dans un compact K. Soit  un voisinage quelconque
de K. Alors il existe une suite (¢n)nen de CS°(R?) telle que

©n =0 suer\Q et [l = @nlloc — 0, n — 0o,

ot || - ||l est la norme uniforme sur R%.

Démonstration. La preuve est tres proche du Lemme 1.6. On choisit p € C§°(R?) telle que [ p = 1et
supp(p) C B(0,1). Alors p,(z) = n?p(nx) est une approximation de l'identié telle que supp(p,) C
B(0,1/n). On pose

Pn = P * Pn-

En particulier, en reprenant la notation (2.1), on voit que
supp(@ * p) C Kyny  n2>1,

car @ * pp(x) = [r o(W)pn(x — y)dy = 0 si & ¢ Ky, puisqualors  —y ¢ B(0,1/n) pour tout
y € K. Pour € > 0 assez petit on a K. C {2, donc Ky, C ) pour tout n assez grand et comme
[lon — ¢|lec — 0, on a le résultat. O

Proposition 2.5. Soient p € [1,00[ et u € LP(R?). Il existe une suite (pn)nen de C§(RY) telle
que
||u_<)0n”17_>07 n — 0.

De plus, si u est nulle a l’extérieur d’un compact K, et si Q0 est un voisinage quelconque de K, on
peut supposer toutes les p, a support dans €.



Démonstration. C'est une combinaison de la densité de C.(R?) dans LP(R?) et de la densité de
Cs°(R?) dans C,(R?). Soit x g la fonction caractéristique de B(0, R). Par théoréme de convergence
dominée, on a ||lu — xgul|, — 0. Donc on peut trouver R, — oo telle que |[u — xr, ull, < 1/n.
Puis, par densité de C.(R?) dans LP(R%), on peut trouver ¢, € C.(R%) telle que

IXR, 1w = Pnllp < 1/n.

On peut en plus supposer 1, supportée dans un voisinage arbitraire de B(0, R,,), par exemple
B(0, Ry, +1). Puis, par la Proposition 2.4, il existe ¢; € C§°(R?) telle que ||1,, — ¢]|oc — 0 quand
j — 00. On peut en plus supposer les ¢, supportées dans B(0, R,, +2). Cela implique en particulier
que, pour tout j > 0,
[n(@) — 0 (@)|" < [[¥n — jllocXB(0,Rp12) ()
ce qui montre que
||wn_¢j”17_)oo7 J — oo.

Ainsi, pour j, assez grand, ||¢, — ¢;,.|[, < 1/n et on obtient le résultat en posant ¢, = ¢, .

Si en plus u est nulle & 'extérieur d’un compact K, on choisit d’abord 1),, € C.(R%) supportée
dans un voisinage arbitrairement proche de K telle que ||1,, —u||, < 1/n puis, par un raisonnement
analogue & ce qui précede, ¢, dans C§°(RY) supportée dans un voisinage arbitraire de supp(¢,)
telle que ||¢n — Yn|lp < 1/n. O

On peut améliorer la proposition précédente.

Proposition 2.6. Soient 1 < p < q deuz réels et u € LP(R?) N LY(R?). Alors, il eziste une suite
(on)nen de C5(RY) telle que,

llu— @nllp — 0 et lu — @nllg — 0,
quand n — 0.

Démonstration. Notons xg la fonction caractéristique de B(0, R). Par théoréme de convergence
dominée, on a
IIxru —ull[, — 0 Ixru —ullg — 0

quand R — oo. En particulier, pour chaque n > 0, on peut trouver R,, assez grand tel que

||XRnu_u||p < et HXRnU_qu < (2.2)

2n 2n

D’apres la Proposition 2.5, il existe une suite (¢;) ;e de fonctions C§°, supportées dans B(0, R, +1),
qui approchent xypu dans L9, ie

l[v; — xR, ullg = 0,  j— oo.

Comme 9, et x g, u sont nulles & Pextérieur de B(0, R,, + 1), on a aussi (par inégalité de Hélder),
11 .
10 = xR, ullp < AMB(O, Ry +1))7 " 7[[¢hj — xr,ullg = 0,  j — o0
Ainsi, pour chaque n, on peut trouver j, tel que
I <o el <y (23)
T u — e ; u —. .
Jn T XRaUllp S m Jn XRnUllg = m

En prenant, ¢, = 1;,, (2.2) et (2.3) donnent le résultat. O



3 Convolution et espaces L*(RY)

Commencons par le cas le plus simple. Si f € L=°(R%) et g € L'(R?), pour tout x € R? on a

/|f oz —y |dy<||f\|oo/|gx— Jidy = 11fllocllglln,

via le changement de variable ¢y’ = z — y pour ’égalité finale. Ceci prouve que
1. la fonction y — f(y)g(x — y) est intégrable pour tout z,
2. la fonction z — [ f(y)g(z — y)dy est bornée.

En admettant temporairement la mesurabilité de  — [ f(y)g(z — y)dy (voir la fin de la preuve
du Théoreme 3.1), tout ceci montre que si on définit

fr9) = [ 1wt~ v, (3.1)

ona fxgeL>®et
1f * glloo < [1£llsollgl]1-

Insistons sur le fait que (3.1) est une définition car, pour l'instant, on a uniquement défini la
convolution entre deux fonctions L' ou entre une fonction L' et une fonction continue bornée.
Mais naturellement, si f € L' N L>, il n’y a pas d’ambiguité car les deux définitions coincident :
si on note (temporairement) *y1_z1 la convolution de la Définition 1.2 et xpo_z1 celle de (3.1),
ona f*p1_y1 9= f*p~_p1 g presque partout.

On peut ainsi convoluer une fonction L! et une fonction L' ou L*°. Plus généralement, on peut
convoluer L' et LP :

Théoréme 3.1. Soient p € [1,00], f € LP(RY) et g € LY(R?). Alors, pour presque tout z,
y— f(y)g(xz —y) est intégrable et la fonction

(+9)@) = [ f)gta = )iy

est dans LP(R?). De plus

L *gllp < [ flIpllgl]1- (32)
Demonstmtzon On a vu les cas p = 1, 00. On peut donc supposer 1 < p < oo. Notons g I'exposant
conjugué, = + = =1. L’idée est d’ utlhber I'inégalité de Holder astucieusement. A z fixé, on écrit

Jlrwlae =it = [ (1@l - 1) latw - )

ou les intégrales, éventuellement infinies, ont un sens comme intégrales de fonctions positives me-
surables. L’inégalité de Holder nous donne

([ 1rwplste - y>|dy)}’ lall

IN



puisque le dernier facteur & droite se calcule par changement de variable ' = x — y. Pour ne pas
mélanger les discours, admettons un instant que la fonction z — [ |f(y)||g(z — y)|dy (qui est &
valeurs dans [0, 4+00]) soit mesurable. Alors

[ ([ 150lste = wiay) "t < ol [ ( [ 15Plote - widy) do

qui nous donne,

/ ( / If(y)llg(m—y)ldy> dz
lallE P A1l = gl B, (3.3)

ce qui, modulo la question de la mesurabilité (en z) de [ f(y)g(x — y)dy et [|f(y)|lg(z — y)|dy,
donne le résultat comme dans le Théoreme 1.1.

Vérifions ces mesurabilités (la preuve ci-dessous fonctionne aussi pour p = 00). On considere
d’abord [ |f(y)g(xz — y)|dy. Soit x, la fonction caractéristique de B(0,n). Pour chaque n, x,f €
L'(R9), donc d’apres le Théoreme 1.1, il existe une fonction h,, : RY — RT mesurable et un
ensemble négligeable N, tel que hy,(z) = [ |(xnf)(y)g(x—y)|dy pour tout x € R*\ N,,. Posons N =
Un IV, qui est encore mesurable et négligeable. Le théoreme de convergence monotone montre que,
pour tout z € RAN, ['|(xnf))g(z—y)ldy — [ |f(y)g(z—y)|dy. Autrement dit, [ |f(y)g(z—y)|dy
coincide sur R?\ N avec la limite simple des fonctions mesurables Xra\nhn donc est mesurable
(et & valeurs dans [0, 4+oc]). Puis, I'inégalité (3.3) implique que [|f(y)g(x — y)|dy est finie pour
presque tout x. Pour ces z, le théoréme de convergence dominée montre que [ f(y)g(z — y)dy =
lim, o0 [(xnf)(¥)g9(z — y)dy ce qui montre par le méme raisonnement que ci-dessus que z +—
J f(y)g(x — y)dy est définie pour presque tout x et coincide presque partout avec une fonction
mesurable. g

p
gl 1117+ Mgl

IN

IN

Proposition 3.2. Soient p € [1,400[ et (pn)nen une approximation de l'identité. Alors, pour
toute f € LP(R?),
1f * pn = fllp — 0, n— oo.

Prendre bien garde qu’on interdit p = 400 dans cette proposition.

Démonstration. Elle est completement analogue & celle du Théoreme 1.5, en utilisant (3.2) a la
place de (1.1). On rappelle donc juste les grandes lignes. Par densité de C.(R%) dans LP(R%), on
peut trouver, pour tout € > 0, ¢ € C.(R?) telle que || — f||, < €. En utilisant (3.2), cela nous
donne

I1f % pn = fllp [(f =) * pn+ (0% pn— @) = (f —0)llp
1(f = @) * pullp + llo * pn — @llp + |1f — @llp

Ce"‘”‘ﬁ*pn_‘ﬂHP? n =0,

IN A

ou C = 1+sup, ||pn||1- Il suffit donc de montrer que || * p, — ||, — 0. Si on pose f,, = xpn, OU X
est la fonction caractéristique de B(0, 1), on a ||p, — pnll1 — 0, donc ||¢* g, —@* pp |, — 0 d’apres
(3.2). Il suffit donc de montrer que ||¢ * p,, — ¢||, — 0. C’est une conséquence de la convergence
uniforme de ¢ * p,, vers ¢ et du fait que les fonctions ¢ * p,, sont supportées dans un compact
indépendant de n. Cette propriété de support montre, via I'inégalité de Holder, que convergence
uniforme = convergence dans LP(R9). D’ou le résultat. O



A Exercices

Exercice 1. Montrer qu’il existe une fonction ¢ € C§° (R%) non identiquement nulle.
Exercice 2. Soient Q C R? un ouvert et p € [1,+oo[. Montrer que C$°(Q) est dense dans LP(S2).

Exercice 3. Soit Q C R? un ouvert. Soient p €]1,+0o et q son exposant conjugué. Montrer que
pour toute f € LP(Q),

17l = sw | [ ol

Ilellg=1
PECHT ()

Remarque. Cette borne supérieure n’est pas un plus grand élément en général.

Exercice 4 (Formes linéaires continues sur LP(R?)). Soit ® une forme linéaire continue sur
LP(R?), avec 1 < p < oo. Soit q €1, 00[ lexposant conjugué de p. Montrer qu’il existe une unique
g € LYRY) telle que,

o(f)= [ fgdx,
Rd

pour toute f € LP(RY).
Exercice 5. Soit g € L'(R?). On note par xg I’endomorphisme de L*(R?) défini par f — f *g.
Vérifier qu’il est continu et que

1+ glli1 = lgll1,

ot || - ||11 désigne la norme d’opérateurs sur L*(R).

Exercice 6. Pour tout t > 0, on note

2
T
Gt(l’) = Wexp(—zt), r € R.
Soit f € LP(R) avec p € [1,00[. Montrer que
u(t) == Gt * f’

est solution de l’équation de la chaleur avec donnée initiale f, ie que

ou  O%u
i 0, sur 10, 400 xRy,

et
lim u(t) = f, dans LP(R).

t—0

Exercice 7. Montrer qu’on peut définir f * g pour toutes f,g € L?>(R?) et que le résultat est une
fonction continue de limite nulle a linfini.
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