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Chapitre 1

Théorie de la mesure.

1.1 Algebres et tribus

Définition 1. Un ensemble de parties de €2, A C P(Q2) est une algébre (de Boole) si
1. Qe A,
2. A est stable par complémentation : A € A= A° € A,
3. A est stable par réunion finie: A, Be A = AUB € A.

Définition 2. Un ensemble de parties de Q, A C P(f2) est une tribu (ou o-algébre) si
1. Qe A,
2. A est stable par complémentation : A € A= A° € A,
3. A est stable par réunion dénombrable : (Vn € N, 4, € A) = [,y 4n € A.

Remarque 1. NA,, = (U (A%))C Une tribu est donc aussi stable par intersection dénombrable.
Vocabulaire. Si A C P(Q) est une tribu, (£2,.A) est un espace mesurable. Tout A € A est un
ensemble mesurable.

Proposition 1. Une intersection d’algébres sur 2 est une algébre sur ). Une intersection de
tribus sur Q) est une tribu sur €.

Définition 3. Soit £ C P (12).

1. L’algebre engendrée par £ est par définition 'intersection des algebres contenant £. On
la note a(&).

2. La tribu engendrée par £ est par définition 'intersection des algebres contenant £. On
la note o(&). C’est la plus petite tribu sur € contenant &.
Si A est une tribu alors € C A < 0 (€) C A.

Définition 4. Soit 2 un espace topologique. On appelle tribu Borélienne sur €2, notée B (€2),
la tribu engendrée par les ouverts de Q. Tout A € B (Q2) est appelé ensemble borélien.

Exemple 2. On munit R et R := RU{—00, +00} de leurs topologies usuelles, induites par I’ordre.
On a alors

B(R) = G({] —00,al; a € R}) et B(R) = J({[—oo,a]; a € R})

Définition 5. Soient (21, M7), (Q2, M2) deux espaces mesurables. La tribu produit M; ®@ My
sur 21 x 9 est la tribu engendrée par les pavés

Ay x AQ, A € My, Ay € M.



1.2 Fonctions mesurables

Définition 6. Soient (2, 4), (F,B) des espaces mesurables.
— Une fonction f: Q — E est dite mesurable (pour A et B) si

VB e B,f1(B) € A,

cest a dire si f~1 (B) C A ol l'on a posé f~1(B) :={f'(B), B < B}.
— On appelle tribu engendrée par f la tribu

o(f) =0 (FB) = /' (B) = {§ " (B), B e B}

C’est la plus petite tribu sur Q qui rend f mesurable.
— Plus généralement, si F est une famille de fonction de 2 — (E, B), la tribu engendrée
par F, noté o (F) est la plus petite tribu sur € qui rend mesurable toute fonction de F

o(F) ::U({f_l(B)7 BeB, feF}).

Vocabulaire. Une application mesurable f: (2, A) — (E,B(E)) est dite borélienne.

Ezemple 3. Une fonction f définie sur (£2,.A) et & valeurs dans R ou R est borélienne si et
seulement si

VaeR, {weQ; fw)<a}eA

Proposition 2. Vérification de la mesurabilité des fonctions sur une partie génératrice.
— Soit f:(Q, A) — (E, B) et soit EC P(E), avec o (£) = B, alors

o(f) = o (F71(€) =a({f71(C), Cee).

Donc f est mesurable si et seulement si : YO € £, f~1(C) € A.
— Plus généralement, si F est une famille de fonctions Q0 — E alors

o(F)=c({f1C), Ce€&, feF}).

Proposition 3. Stabilité des fonctions mesurables.

— Composition : on considere (Q1,.A1) LN (Q2, A2) ELN (Q3, A3). Dans ce cas :
f1, fo mesurables = fy o fi mesurables.

— Soient pour i =1 ou 2, f; : (Q,A) = (E;,B;) et soit f: (Q,A) = (E1 x Eo,B1 ® Bo)
définie par f(w) = (fi(w), fa(w)). Alors f est mesurable si et seulement si f1 et fa sont
mesurables.

— Soient (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (9, A) — (R, B(R?)).

— L’ensemble C := {w € Q,3lim,, f,,(w)} est mesurable et la fonction f qui vaut lim,, f,
quand la limite existe et O sinon est mesurable.

— Va € R, af; est mesurable.

— f1 + fo est mesurable.

— Si f,9:(Q,A) — (R,B(R)) sont mesurables, alors f + g, f x g, max(f,g) et min(f,g)
sont mesurables.

— Sipourn>1, fr: (A — (@,B(@)) sont mesurables, alors max(fi, f2), min(f1, f2),
limsup,, f, et liminf, f, sont mesurables. Si f1 et fo sont positives, alors fi+ fa est bien
définie et mesurable.

Proposition 4. Si f: (Q1,B8(Q1)) — (Q2, B(Q2)) est continue, alors elle est mesurable.



Définition 7. Une fonction f : (2, A) — R est dite étagée s'il existe k € N, Ay,..., A, € A
disjoints et ay,...,a, € RT avec f(w) = Zle a;la,;(w).
Une telle fonction est mesurable quelle que soit la tribu a arrivée.

Proposition 5. Toute fonction f : (2, A) — (@,B(@)), a valeurs positives, est limite simple
croissante de fonctions étagées.

1.3 Classes monotones.

Cette notion, plus maniable que celle de tribu, sera utile pour définir les mesures.

Définition 8. M C P(Q) est une classe monotone (c.m. en abrégé) si :
1. Qe M,
2. [A\BeMet BC Al = A\B=ANB"c M,
3. [VieN, 4; e Met A; C Aip1] = Ujen Ai € M.

Définition-Proposition 9. Une intersection quelconque de c.m. est une c.m.
Soit £ C P(2). La classe monotone engendrée par £, notée M(E), est par définition I'inter-
section de toutes les c.m. contenant £. C’est la plus petite c.m. sur €2 qui contient £.

Proposition 6. Soit M une classe monotone. Si elle est stable par intersection finie, alors
c’est une tribu.

Théoreme 7 (Classes monotones). Soit £ C P(2) stable par intersection finie. Alors M(E) =
a(€).

Définition 10. Un ensemble H de fonctions de 2 — R est dit stable par convergence monotone
bornée si pour toute suite (fy,)nen, croissante et bornée (3 C, Vn, Yw, |fn(w)| < C) de fonctions
de H, la limite f = lim f,, est dans H.

Théoréme 8. (Version fonctionnelle du théoréme de classe monotone)

Soit H un R-espace vectoriel de fonctions bornées de {8 — R stable par convergence monotone
bornée. Soit C C ‘H un ensemble de fonctions

— contenant les constantes,

— stable par multiplication et addition d’une constante.
Alors H contient ’ensemble b(c(C)) des fonctions bornées mesurables pour

oC)=o({f1(B), feC, BEBR)}).

Remarque 4. Ce résultat peut étre vu comme un analogue borélien du théoreme de Stone-
Weierstrass.

1.4 Mesures

Définition 11. Soit (£2,.4) un espace mesurable. On appelle mesure sur (2, A) toute application
p:A— RTU{oo} telle que

— si (4;)ier est une famille au plus dénombrable d’ensembles disjoints de A alors

M(UAi> = (A,

iel iel



Vocabulaire. On dit que (2,4, 1) est un espace mesuré.

Définition 12. On dit que p est une mesure de probabilité si p(2) = 1, une mesure finie si
1(Q) < 400. On dit que p est o-finie s’il existe une suite (Ay)neny dans A avec Vn, u(A,) <
ocoet Q =/, An.

Proposition 9. Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soient A, B et (A;)ier des éléments de A :
1. AC B= u(A) < u(B).

WAUB) + w(ANB) =u(4) + p(B).
Si I est au plus dénombrable, alors p(J;ep Ai) < D ier 1(Ai).
SiVn e N, A, C Apy1 alors p(U,eny An) = limp o0 T p(An).

SiVn €N, A, D Apyr et Ing, p(Ay,) < oo alors pu((\,en An) = limy o0 | p1(Ar)

ARSI S

Proposition 10. (Constructions de nouvelles mesures, a partir de mesures)

1. Sip,v sont des mesures sur (2, A) et si o € RT
alors ap+v: A au(A) +v(A) est aussi une mesure.

2. Si A € A on peut définir la restriction de p a A en posant pour B € A, pa(B) = u(ANB).
C’est aussi une mesure.

3. Mesure image par une fonction.
Soit f: (2, A) — (E,B) mesurable, soit i mesure sur (2, A) .
L’application : py : B — RT U {oo} définie par ps(B) = pu(f~(A)) est une mesure sur
(E, B) appelée mesure image de pn par f .

La construction de mesures a partir de rien est délicate car les tribus sont souvent décrites par
parties génératrices. Il est ainsi difficile de définir p(A) pour A € A quelconque. On souhaiterait
définir la mesure sur une partie génératrice I’étendre de facon unique.

Théoréme 11. (Caractérisation des mesures finies)
Soit (2, A) un espace mesuré. Soit E C A C P(Q) telle que
— Qeg,
— A Bef=ANBeE,
—o(&) =A.

Si et v sont deux mesures finies sur (2, A) qui coincident sur € alors p = v.

Théoréme 12. (Prolongement)

Soit C une algébre de Boole de parties de Q. Soit u : C — R U {oo} telle que

— Ay,..., Ay €C= pu(Ar U...UAn) = Zi<nM(Ai)’

— siVn €N, A, C Apy1 €Cet U,y An € C alors p(A) = limy, 500 (Ay).
Alors 1 se prolonge en une mesure sur (2,0(C)). Si p est o-finie sur C, le prolongement est
unique et o-fini.

Exemple 5. Applications : construction de la mesure de Lebesgue sur R, construction de mesures
produits.



Chapitre 2

Rappels d’intégration

2.1 Construction de l’intégrale de Lebesgue.

Soient (€2, A, 1) un espace mesuré, f : (Q,A) — (R,B(R)) une application borélienne et
B € A. L’intégrale de f sur B par rapport a p sera notée

| ran= | r@due) = [ ) ud).
Si B = on note simplement [ fdu, [ f(w)du(w) ou [ f(w) u(dw).

Définition 13. (Définition de ’intégrale par étapes)
1. Si f=14avec A€ Aalors [, fdu:=pu(ANB).

2. Si f est étagée : f = D" a;14, avec a; € RY, et A; € A disjoints alors, avec la
convention 0 - co = 0,

/de,u = Zai u(A; N B).

i=1
3. Si f >0, on pose

/fdu = sup{/ gdu, g étagée < f} € [0, 4o0].
B B

On dit que f est intégrable sur B si [ f du < 4o0.
4. Si f est quelconque elle s’écrit f = fi — f_ et |f| = f+ + f—.
On dit que f est p-intégrable sur B si fB |f| dp < o0, ce qui équivaut a

/ f+d,u<ooet/ f—dp < oo.
B B
Dans ce cas [5 fdp = [5 f+dp— [5 f-dpeR.
Remarque 6. Si f est intégrable par rapport a p alors ,u({w; f(w) € {—o0, +oo}}> =0.

Proposition 13. (Opérations et propriétés élémentaires)
— Linéarité : si f, g sont des intégrables et o, B € R.

af +Bg)du =« fdu+ 5 gdpu.
/B( ) /B /B
(vmvj aussi st f,g >0 et o, > 0.)



— Ordre :
— Si f > g sont intégrables alors fodu > fBgdu.
Si f>g>0alors [5fdu> [pgdu>0.
— S1ACB ethOalorszfdquAfdu.
— Si f =0 alors [ fdu=0.
— Sz'fZOetffd,uzo alors f =0 p-p.p.
— Si w(B) =0 alors [5 fdu=0.
— Si f >0 (ou intégrable sur B) alors f 1p lest aussi et fod,u = [1pfdp.

2.2 Théoremes de convergence

Théoréme 14 (Convergence monotone). Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions mesu-
rables a valeurs dans [0,4o00]. Alors

s [ fods= [ i g
Théoréme 15 (Fatou). Soient (fn)nen des fonctions mesurables a valeurs dans [0, +o0], on a
alors :
n—o0

/liminf fndu < lirginf /fn dyt.

Théoréme 16 (Convergence dominée). Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables, et s’il
existe une fonction g intégrable ( [ gdp < oo) telle que |fn] < g et p-presque partout fn — f

alors [ est intégrable et
nlgrgo/fnduz/fdu-

2.3 Mesures a densité

Proposition 17. Soit f : (2, A) — <@, B(@)) mesurable > 0 et soit i une mesure sur
(Q, A). On peut définir I'application v : A — R* U {oo} par

V(A) = /Afdu.

Alors v est une mesure et
— si u(A) =0 alors v(A) = 0.
— si g est mesurable et positive alors [ gdv = [ fgdp.
— gest v-intégrable si et seulement si fg est p-intégrable et dans ce cas [ gdv = [ fgdp.

Vocabulaire. On dit que v est une mesure & densité f par rapport d p et on note dv = f du.

Définition 14. Soit p, v deux mesures sur (€2,.4). On dit que v est absolument continue par
rapport a p si :
VAe A, [u(A) =0=v(A)=0].

On note v < . Siv < et p < v on dit qu’elles sont équivalentes.

Théoréme 18 (Radon-Nikodym). Soient p, v deus mesures o-finies sur (§2, A) telles que v <
p. Alors il existe une fonction positive mesurable f telle que VA € A on a v(A) = [, fdu i.e.
dv = fdu.



Théoréme 19. Soient u, v des mesures o-finies sur (2, A). Alors il existe une unique décomposition
V = Vge + V| avec

— Vg K H

— v, étrangére a p (i.e. A € A avec u(A) =0 et v (A°) =0).

2.4 Changements de variables.

On commence par le cas général.

Théoréme 20 (Transport). Soit f : (2, A, u) — (E,E) mesurable et soit p : E — R borélienne.
— Si @ > 0 alors ngo of du= fEcpd,uf ou iy est la mesure image définie par py(B) =
u(f~H(B)).

— Si @ est quelconque : po f est p-intégrable si et seulement si @ est pp-intégrable et dans
ce cas la formule est vraie.

Ensuite un cas ou le calcul différentiel aide a calculer piy.
Théoréme 21 (Changement de variables). Soient A, B ouverts de R, f : A — B un C*
difféomorphisme et g = f~1. Alors

/ o(f(x)) da = / () |det(Dg(y))| dy
A B

2.5 Interversions

Théoréme 22 (Tonelli et Fubini). Soient (1,41, 1) et (Qa, Az, o) deux espaces mesurés
o-finis. On considére l’espace produit (2 := Q1 X Qo, A1 ® A9, p := p1 ® p2). Soit f : Q@ - R
mesurable. Alors la formule d’interversion suivante

fraw = [ (] stnn) duston) ) i)
= /92 ( Qlf(whm)dm(wl)) dpiz(w2)

est valable
— si f est positive (Tonelli)
— ou si f est p-intégrable, i.e. [o|f|dp < +oo (Fubini). Pour le vérifier on peut utiliser le
théoréme de Tonelli pour |f| > 0.

Corollaire 23. On considére une suite de fonctions mesurables f, : (Q,A,u) — R, n > 0.

Alors U’égalité
/ (Z fn) dp = / fn du

est valable si
— fn = 0 pour tout n,

— oubien si [ (X |fal) du =3 ([1fnldp) < +oo.

Théoréme 24. (Dérivation sous le signe d’intégrale)

Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soit I un intervalle de R, ty un point de lintérieur de I et
e >0 tel que [to —e,to+¢| C I. Soit f:Q x I — R telle que

— pour tout t € I, Uapplication w — f(w,t) est u-intégrable,

10



— le complémentaire de Y := {w € Q; t — f(w,t) est dérivable sur [ty — e,to + ]|} est négligeable

pour i,
— il existe une fonction g sur ), p-intégrable telle que

Vt € [to—e,to+e], VweQ, |0af(w,t)] < g(w).

Alors Uapplication t — F(t fQ w,t) du(w) est dérivable en ty et

F'(to) _/Q<92f(w,to)dﬂ(w)-

2.6 Inégalités, espaces LF(Q), A, u).

Définition 15. Sur £L°(Q, A, u) = {f : (2 A, n) — (R, B(R)) mesurables} on peut définir

1 1lp (/\f|p du>p pour p €]0, +o0]
Iflloe = inf{a>0, p(w,|f (@) > a) = 0}.

Pour p €]0, +00], Pespace LP(2, A, j1) est obtenu comme quotient de { f € L°(Q, A, p), || f]lp < oo}

par la relation d’équivalence f ="

Proposition 25. (Structure et dualité des espaces LP)
— Pourp € [1,00], (LP(2, A, u), Hpr) est un espace de Banach. En particulier on a l'inégalité
triangulaire

1f + gllp < [1f1lp + [lgllp-
— Sipe[l,00), le dual de Ly, est Ly ot p" est exposant conjugué tel que % + 1% =1. Les

inégalités de Hélder assurent que
il < ([ fl”du> (f1a0"an)’
11l llgllp-

£l

— L’espace L*(Q, A, i) muni du produit scalaire (f,g) := [ fgdu est un espace de Hilbert.

1
Y

IN

IN
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Chapitre 3

Mesures de probabilité, variables
aléatoires.

3.1 Mesures de probabilités, lois

Définition 16. Soit (2,.4) un espace mesurable. Une mesure de probabilité sur (€2, A) est une
mesure P sur (2, A) avec P(2) = 1. On parle aussi de loi de probabilité, ou de loi.
— Si P =) ,c;pids, avec ) . ;p; = 1 et I au plus dénombrable, on parle de loi discrete.
— Si P < p on parle de loi a densité par rapport a p.
— Si Agn est la mesure de Lebesgue de R™ et si P est une mesure de probabilité sur
(R™, B(R™)) avec P < Agn, on parle de mesure & densité.

Remarque 7. Il n’y a pas que des mesures discrétes ou a densité!

Définition 17. Soit A € A un événement.
— il a lieu presque sirement (P-p.s en abrégé) si P(A) = 1.
— il est négligeable si P(A) = 0.

Proposition 26. (On spécifie les propriétés des mesures dans le cas de probabilités.)
— ACB = P(A) < P(B)
— P(A°)=1-P(A)
— P(AuB)=P(B)+ P(B)— P(AnB)
o P(UnEN An) < ZnEN P(Ay) UnEN'
— SiVn, A, C Apq1 alors P(U,, An) = lim T P(Ay,)
— SiVn, Ay D Apq1 alors P((),cn An) = lim | P(A,)

Définition 18. On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) sur (Q2,.A, P) toute fonction
mesurable X : (Q, A, P) — (E,B).

On appelle loi de X sous la probabilité P la mesure image Py de P par X.

Par définition VB € B,

Px(B)=P(X'(B))=P({w e Q,X(w) € B}) = P(X € B).

Dans la pratique : on oubliera souvent (€2, .4, P) pour se concentrer sur certaines variables,
dont le comportement aléatoire est défini par la loi.

Vocabulaire. Une v.a. X : (2, A, P) — (R, B(R)) (ou (R, B(R))) est une variable aléatoire réelle
(v.a.r. en abrégé).
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3.2 Moyennes, calculs et inégalités

Soit X : (Q, A, P) — (R, B(R)) une v.a.r.

— Si X est P-intégrable ou > 0 alors on appelle espérance de X ou moyenne de X le
nombre E(X) : = [, X dP.

— Si X € LP, p > 0 son moment absolu d’ordre p est E(|X|’) et si X € LP, p € N son
moment d’ordre p est E(XP).

— Si X € L? sa variance est Var(X) := E[(X — EX)?] = B(X?) — (EX)%

— Si X,Y € L?, leur covariance est

Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — (EX)(EY).

Théoréme 27. Soient X : (U, A, P) — (E,B) et p: (E,B) — (R, B(R))
— 819 >0 alors Eo(X) = [ p(x) dPx(x)
— si @ est générale, ¢ est Px-intégrable si et seulement si (X)) est P-intégrable et

Be(x) = [ gy

C’est la traduction du théoréme de transport. Px suffit a calculer Ef(X).

Proposition 28. (Quelques inégalités utiles)
— Jensen : Si X est une v.a.r. avec E|X| < oo et f: R — R est une fonction conveze,
alors f(EX) < Ef(X).
— Markov : Sia €]0,4+00] et X est une v.a.r. > 0 alors P(X > a) < ng).
Conséquence : Si X est une v.a.r. dans L? alors pour a > 0,

VarX
P(X - EX| >a) < .

a

— Si1<p<q<4oo, alors || X, < || X|lq et LY, A, P) C LP(Q, A, P).

Définition 19. X : (2,4, P) — (R4 B(R?)) est dit p-intégrable si E(||X||?) < oo. Si on note
X = (X1,...,Xg), son espérance est le vecteur EX = (EX1,...,EXy) € R Sa matrice de
covariance est

Cov(X) = (Cov(X;, X;)) (B(X; — EX;)(X; — EX;))

<ij<d irj

C’est une matrice symétrique positive car

> aia; Cov(Xy, X;) = Var( Y o X;) >0

3.3 Fonction de répartition d’une v.a.r.
Définition 20. Soit X : (2, A, P) — (R, B(R)) une v.a.r.. On définit sa fonction de répartition
Fx :R — [0, 1] par
Fx(t) = Px(] — o0,t]) = P(X <t).
Proposition 29. Fx = Fy = Px = Py.

Proposition 30. — Fx est croissante, continue a droite.

limFx =1, limFx =0
+oo —00

13



— Fx a une limite a gauche en tout point

Fx(t™):= ligl Fx(u) =P(X <t).

— Fx est discontinue ent < P(X =t) > 0 i.e. t est un atome pour Px.
— Fx admet un nombre au plus dénombrable de discontinuités.

Définition 21. Soit F' : R — [0, 1] croissante telle que limyo F = 1, lim_o, ' = 0. Pour
u €]0, 1[ on définit sa fonction inverse (@ gauche) généralisée comme suit :

F<(u) = inf{z, F(x) > u}.
Proposition 31. Soit F : R — [0,1] croissante, continue a droite, avec limyoo F = 1 et
lim_ F' = 0.
1. Pour tout u €]0,1[, pour tout t

FTu) <teu<F(t).

2. Si U est une v.a. uniforme sur [0,1], (i.e. dPy(x) = 1jg,1)(z) dz) alors F*(U) admet F
pour fonction de répartition.
3. Si X est une v.a.r. alors Fy, (U) a méme loi que X (en abrégé Fy (U) ~ X).

Proposition 32. Px est la dérivée de F'x au sens des distributions.
Si Fx est de classe C* alors Px(dt) = Fi(t)dt.

3.4 Fonction caractéristique

Définition 22. Soit p une mesure finie sur (Rd,B(Rd)). Sa transformée de Fourier est la
fonction définie pour & € R? par

€)= [ duta) = [ cos (60)) duta) 4 [ sin (.0)) dua).

Définition 23. Soit X = (Xi,...,Xy) une v.a. a valeurs dans (R% B(R?)). Sa fonction ca-
ractéristique est définie pour & = (£1,...,&;) € R par

Dx(€) = E('EX) = B(e!X8%5) = Py (¢).
Théoréme 33. La transformée de Fourier est injective sur les mesures de probabilité boréliennes
de R? :
(I)X:(py=>PX:Py.

Théoréme 34. Soit X v.a. a valeurs dans R%. On note Aga la mesure de Lebesgue sur R%. Si
dx € L' (R Aga) alors Py < Aga et sa densité est donnée par

1

Fx(@) = G /]R e D (E)de

Proposition 35. Pour toute v.a.r. X,
— & x est continue,
— Si E|X|" < oo alors ®x est n fois dérivable et pour k <n, t € R

o) (1) = i* B[ XX,

En particulier on retrouve les moments par la relation @g’;) (0) = i* B(XF).
— 51 @x est n fois dérivable en 0 alors X admet des moments jusqu’a l’ordre 2 L%J
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3.5 Transformée de Laplace

Définition 24. Soit X une v.a. & valeur dans R%. Sa transformée de Laplace est définie pour
s € R? par
Lx(s) := Ee*%) € [0, 00].

Proposition 36. L’ensemble {s € RY; Lx(s) < oo} est convewe. Pour tout A € [0,1] et tous
s1,82 € R on a
Lx ()\81 + (1 — )\)82) < Lx(sl)A LX(SQ)l_)\.

Proposition 37. Soit X une v.a.r. telle que Vt € [—e¢, €], EetX < co. Alors
tTL
P n
Vt € [—e €], Lx(t)= Z EE(X ).
n>0

Théoréme 38. Soient X,Y deux v.a. & valeurs dans R%. Soit € > 0. Si pour tout s tel que
IIs|| < e onaLx(s)=Ly(s) <+oo, alors Px = Py.

Plus généralement deux mesures sont égales des que leurs tranformées de Laplace sont finies
et égales sur une boule :

Théoréme 39. Soient pu, v des mesures boréliennes sur R%. Sl existe xy € RY et € > 0 tels que
Vo € B(zg,€), Ly(x) = Ly(x) < 00
alors p=v.

Définition 25. Soit X une v.a.r. qui admet des moments de tous ordres. On dit que sa loi est
caractérisée par ses moments si pour toute v.a.r. Y on a

[Vn >0, EX" = EY"] = Px = Py.

Proposition 40. Soit X une v.a.r.. Sa loi est caractérisée par les moments si l'une des hy-
potheéses suivantes (qui sont équivalentes) est vérifiée :
— il existe e > 0 tel que Eef X < 400.

1
— il existe C € RT tel que pour tout n > 1, E(XQ”) 2 < Chn.
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Chapitre 4

Rappels sur la notion
d’indépendance

4.1 Indépendance
Soit (2,4, P) un espace de probabilité.

Définition 26. (Indépendance d’événements)
— Deux événements A, B € A sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
— Des événements Ay,..., A, € A sont indépendants si V{j1,...,jp} C{1,...,N} on a

P(Ajlﬂ-"mAjp):P(Ajl)X"-XP(Ajp).

Définition 27. (Indépendance de sous-tribus)
— Des sous-tribus By, ..., B, de A sont mutuellement indépendantes si

YC; € B;, P(C1ﬂ~--ﬂCn):P(Cl)x--«xP(Cn).

— Des sous-tribus de A, (5;);e; sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie
Iest.

L’indépendance de tribus se vérifie sur des parties génératrices stables par intersection :

Proposition 41. Soient By, ..., B, des sous-tribus de A. Pour chaque i soit F; C B; avec
— QEE, G(E)ZBZ‘
— F; stable par intersection finie.
SiVF, € Fi ona P(FiN---NF,) =[], P(F:) alors les (B;)!_, sont indépendantes.

Proposition 42. (Regroupement par paquets) Soit (B;)icr une famille de sous-tribus de
A, indépendantes. Soit une partition de I,I = Ujcyl; et pour j € J, Bj = o(B;,i € I;). Alors

les tribus (Bj);jcg sont indépendantes.

Définition 28. (Indépendance de variables aléatoires)
Pouri € I,s0it X; : (2, A, P) — (E;, &) une v.a.. Les (X;);er sont indépendantes si les tribus
(O’(Xi))z.el le sont. En particulier X1, ..., X, sont indépendants si et seulement si VF; € &;,

n

P((X1 ceF)N-N(X, € Fn)) - HP(XZ- €F).
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Théoréme 43. Des v.a. X1,...,X, sont indépendants si et seulement si
Px,,.xn)=Px, ® - ®Px,.
Dans ce cas :
n n
— Vf; mesurables positives : E( H fz(Xz)) = H Efi(X;

1= =
— Si f; mesurable de signe quelconque, l’égalité précédente est vérifice si

=1

Proposition 44. Soient X1q,..., X, des variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
— Xi1,..., X, sont indépendantes.

— VEER", Ox, . x,) (615, &) = [1im Px, (6)-
— Vay,...,an €R, P(X1 < ay,..., X < an) = [[ P(X; < ay).

— Vfi :R—=RT, E(Hfi(Xi)> = HEfi(X
=1 =1

4.2 Sommes de variables aléatoire indépendantes

Définition 29. Des v.a.r. X,Y € L?(€, A, P) sont non corrélées si
Cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y)=E[(X-EX))(Y-EY))]=0
Remarque 8. Des variables indépendantes sont non corrélées.

Proposition 45. Soit X1,...,X, des v.a.r. dans L*(Q, A, P) indépendantes (non corrélées

deuzx a deuz suffit), alors
ar (Z Xi> = Var(X;)
i=1 i=1

Loi de la somme de v.a. indépendantes :

Définition 30. Soient y, v deux probabilités sur R?. Leur produit de convolution pxv est défini
comme la mesure image de u * v par (y,z) — y + z. En d’autres termes

VA € BRY), i xv(A) =u®u({<y,z>,y+z e a})

V@Z&/ (@) d(p*v)( // (y + 2) du(y) dv(2)

Ezemple 9. Si du(x) = p(z) dx et dv(y ) ( ) dzx alors p* v admet pour densité par rapport a
la mesure de Lebesgue la fonction p x q(z) = [ p(z — 2) ¢(z) dz.

Proposition 46. Soient X,Y des v.a. mdependantes a valeurs R alors

Px+y = Px % Py,
Oxiy = Px Dy,
Lxyy = Lx Ly.

Si X, Y sont a valeurs dans N, alors Gx+y = Gx Gy.
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Ezemple 10. (Lois classiques dont les convolées sont trés simples)
— Lois binomiales : pour n € N* et p € (0,1),

}E: n k5k

On a B(n,p)«B(n',p’) = B(n+n/,p). En d’autres termes, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(n/

sont indépendantes alors :
X +Y ~ B(n+n',p).

On appelle loi de Bernoulli avec probabilité de succes p € [0,1], la loi
b(p) := B(1,p) = (1 — p)do + pd1.

— Lois binomiales négatives : B(—m,p) avec p € (0,1) et m € N*, définies par

jg: +k 1p p>k5k-

k>0

j28)

Pour m,n € N*, on a B(—m, p)*«B(—n,p) = B(— (m+n),p). On appelle loi géométrique

G(p) :== B(—1,p) = Y40 P(1 — p)* 6.
— Loi de Poisson : P(A) := 3, e*)‘/\k—fdk avec A > 0. Elle vérifie

PA) «PN) =PA+N).

— Lois y(t,a) avec t > 0 et a > 0 de densité %x“le*‘mlxw par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R. On rappelle que pour ¢ > 0, I'(t) = +°° e xt~ldx. Si s, t > 0,

v(t,a) xy(s,a) = y(t + s,a).

(1, a).

On appelle loi exponentielle de parametre a > 0 la mesure de probabilité Exp(a) :

— Lois gaussiennes : N'(m, 0?),m € R,o > 0. Elles sont définies par A'(m, 0) := 6, et pour

o>0
—(z=m)2  dx

2 R
N(m,o%)(dz) :=e o

On a N(m,0?) x N(m/,0"?) = N(m +m/, 02 + 0'?).

z e R.

4.3 Suites de tribus ou de v.a. indépendantes

Théoréme 47. Soit (Tp)nen une suite de sous-tribus indépendantes sur (2, A, P). On pose
By = o(Tp,n > k) et Uon définit la tribu asymptotique ou terminale Boo := Ng>1 By. Alors

VB € By, P(B) € {0,1}.

Définition 31. Soit (A )nen une suite d’événements de (2,.4),

limsup 4, := ﬂ ( U Ak) = {w € Q; pour une infinité de valeurs de n, w € A, },
n neN  k>n
liminf 4, = |J ( N Ak) = {w € Ing, Vn > no, w € Ay}
neN  k>n
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Ezemple 11. Soit (A )nen une suite d’événements indépendants de (€2, .4, P) . Les tribus 7, =
{0, A, AS,Q} sont indépendantes. Donc

P (liminf A4,) € {0,1}.
P (limsup A4,) € {0,1}.

Lemme 48 (Borel-Cantelli). Soient (A,)nen avec A; € A.
1. 8iy 50 P(An) < oo alors P(limsup A,) = 0 d.e. p.s. card {n,w € A,} < o0.

2. Siles A, sont indépendants et si »_, P(A,) = 400 alors P(limsup 4,,) =1 i.e. p.s. A,
a liew une infinité de fois.
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Chapitre 5

Calcul conditionnel

5.1 Conditionnement discret

5.1.1 Par rapport a un événement

L’idée de conditionnement est réévaluer les probabilités d’événements en tenant compte
d’une information supplémentaire.

Définition-Proposition 32. Soit (2, A, P) un espace de probabilités et B € A avec P(B) > 0.
1. La probabilité conditionnelle de A € A sachant B est

P(A|B) = P(Iﬁl(;)B)‘

2. La mesure de probabilité conditionnelle sachant B est ’application

A — [0,1]
P(ANB)

4 P(B)

— P(A|B).

On note la P(|B).
3. SiY est une v.a.r. sur (2, A, P) positive ou intégrable, on définit son espérance condi-

tionnelle sachant B par

E(Y|B) := ES(/;?) = P(lB)/BYdP:/QYdP(-|B).

4. Laloide Y sachant B, notée Py p est définie comme I'image par Y de P(:|B), Py|p(A) :=
P(Y € A|B). Si ¢ est mesurable > 0 ou si p(Y') est P-intégrable, on a

E(p(Y)|B) = / (V) dP(|B) = / o dPy .

5.1.2 Par rapport a une v.a. discrete

On suppose que 'on a acces aux valeurs d’une v.a. et on réactualise suivant cet aléa.

Définition 33. Soit X une v.a. sur (€2, .A, P) a valeur dans E dénombrable.
Soit E' ={zr € E,P(X =2) >0},ona P(X € E\ E') =0. Pour A € A, on pose
P(An{x=z}) .
(70($) = P(A‘X = x) = W S1 T € E/
0 si ze E\FE

et on définit P(A|X) := ¢(X). C’est une v.a. qui dépend de X.
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Définition 34. Si Y est une v.a.r. avec Y € L'(Q, A, P) ou Y > 0, on définit

[ EY|X=2) si PX=2)>0
\I’(x)_{ 0 si P(X=x2)=0

Par définition 'espérance conditionnelle de Y sachant X est la v.a. U(X).

Lemme 49 (Doob). Soit X : (Q,A,P) — (E,€) et Y : Q — R? deuz v.a.. Alors Y est
o(X)-mesurable si et seulement s’il existe une fonction h : E — R? borélienne avec Y = h(X).
Proposition 50. Soit X une v.a. discréte et Y € L', alors

1 B(BX))) < B(Y])

2. Pour toute v.a. Z, o(X)—mesurable et bornée
E(ZE(Y|X)) = E(ZY).

Cette derniere condition est semblable a celle qui caractérise la projection orthogonale sur
un sous-espace d’un espace hilbertien.

Théoréme 51 (Projection dans un Hilbert). Soit (H, (-, ), ]|) un espace de Hilbert et S un
sous-espace vectoriel fermé de H. Alors pour tout y € H, il existe un unique p(y) € S tel que

_ — inf |y — ul.
ly —p(y)| ;gsly ul

De plus il vérifie Yu € S, (y — p(y),u) = 0 et cette propriété le caractérise. On dit que p(y) est
la projection orthogonale de y sur S.

5.2 Espérance conditionnelle d’une v.a. par rapport a une tribu

5.2.1 Définition pour des variables aléatoires dans L?

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et B une sous tribu de A, alors L%(€, B, P) est un
sous espace fermé de L?(Q, A, P).

Définition 35. Soit Y € L?(Q, A, P). L’espérance conditionnelle de Y sachant B, notée E(Y'|B)
est la projection orthogonale de Y sur L?(12, B, P). Elle est caractérisée par :

1. E(Y|B) € L*(Q,B, P)

2. VZ € LX(Q, B, P), E(ZY) = E(ZE(Y|B)).
Si B=o0(X) on écrit E(Y|B) = E(Y|X).
Remarque 12. E[Y|B] est un élément de L?(f), A, P) donc, en toute rigueur, défini modulo
égalité p.s. Il faut s’en souvenir lorsque 'on écrit des propriétés ponctuelles.
Proposition 52. Soit Y € L*(Q, A, P).

1. Si'Y est B-mesurable alors E(Y|B) =Y (p.s.)

2. Y — E(Y|B) est linéaire

3. 8iY >0 alors E(Y|B) >0 p.s.

SiY'>Y alors E(Y|B) > E(Y'|B) p.s.
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5.2.2 Extension aux variables aléatoires positives
Soit B une sous-tribu de A.

Théoréme 53 (définition). Soit Y : (Q, A, P) — [0, +00] une v.a. positive. Il existe une v.a.
notée E(Y|B) > 0 p.s., unique p.s. telle que :

1. E(Y|B) est B-mesurable,
2. Pour toute variable Z, B-mesurable et positive, E(ZY) = E(ZE(Y|B)).

Proposition 54. Soit Y une v.a. >0
— Si Y est B-mesurable alors E(Y|B) =Y p.s.
— SiY <Y alors E(Y|B) < E(Y'|B) p.s.

5.2.3 Définition pour des variables aléatoires dans L'

Définition-Proposition 36. Soit Y une v.a.r. de L'(Q2, A, P). On pose E(Y|B) := E(Y|B) —
E(Y_|B). Cette définition a un sens dans L' car

E|E(Y|B)| < E(]Y]).

De plus E(Y'|B) est caractérisée par les propriétées suivantes :
1. E(Y|B) est B-mesurable,
2. Pour toute variable Z, B-mesurable et bornée, E(Z E(Y|B)) = E(ZY).

5.2.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Proposition 55. (Sommes et limites)
1. Si X, Y >0eta,b>0 (resp. X,Y € L' et a,b € R) alors

E(aX +bY|B) =aE(X|B)+bE(Y|B) p.s.

2. Si (Xn)n>0 est une suite croissante de v.a.r. positives telle que X, ,/* X p.s. alors
n—oo

E(Xn|B) / E(X|B) p.s.

n—oo
3. Si (Xpn)n>0 est une suite de variables positives, alors
E(liminf X,,|B) < liminf E(X,|B) p.s.

4. Soit (Xp)n>0 une suite de v.a.r. dominées (il existe Y avec | X,| <Y et EY < +00) et
telle que X, 2% X alors
n—o0

p.S., L1
E(X,|B)— = E(X|B).
n—oo

5 8i X eL' et f:R— R est conveze alors E(f(X)|B) > f(E(X|B)) p.s.
Proposition 56. Soient X,Y des v.a.r. définies sur (2, A, P) et C C B des sous-tribus de A.

1. Si 'Y est B-mesurable alors l’égalité
E(YX|B)=YE(X|B) p.s.

est valable dés que X >0, Y >0 ou X, XY € L%
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2. 855X >00uX € Ll, alors p.s.

E(E(X|B)IC) = E(X][C),
E(E(X|C)|B) = E(X|C).

Proposition 57. Soient B,C deux sous-tribus de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. B,C sont indépendantes
2. VYZ >0, C-mesurable, E(Z|B) = E(Z).

5.3 Loi conditionnelle sachant une variable aléatoire

Définition 37. Soient (E,&) et (F, F) deux espaces mesurables. Un noyau de transition (ou
probabilité de transition) de (E, ) dans (F,F) est une application K : E x F — [0, 1] telle que
1. Vz € E; A K(x,A) est une probabilité sur (F,F).
2. VAe F,x— K(x,A) est E-mesurable.

Proposition 58. Si h > 0 est mesurable sur (F,F) alors x — [ h(y)K (x,dy) est mesurable.

Définition 38. Soient X : (2, 4,P) — (E,&) et Y : (Q, A, P) — (F,F) deux v.a. On appelle
(version de) la loi conditionnelle de Y sachant X toute probabilité de transition K(z,dy) de
(E,€) dans (F, F) telle que pour toute fonction h : (F, F) — RT mesurable

E(h(Y)|X) = /h(y)K(X, dy) D.S.

Pour h = 14,
P(YGA[X):E(ILA(Y)]X) =K(X,A) p.S.

Remarque 13. On dira souvent que K (x,-) est la loi conditionnelle de Y sachant que X = z.
Cette appellation tres intuitive est cependant un peu trompeuse. En effet K (z, -) est uniquement
définie Px-presque sirement en x, donc cette notion n’a de sens que globalement et pas pour
un seul z. De plus I"événement {X = z} est souvent négligeable et il est délicat de définir le
conditionnement qui lui est associé.

Théoréme 59. Soient E et F deux espaces métriques complets et séparables (i.e. contenant
une suite dense). Soient X : (Q,A,P) — (E,B(E)) etY : (0, A P) — (F,B(F)) deuz v.a.,
alors il existe une loi conditionnelle de Y sachant X. C’est le cas si X etY sont a valeur dans

(R?, B(RY)).

Proposition 60. Soient X : (Q, A, P) — (E,€) et Y : (Q, A, P) — (F,F) deuzx v.a. Si K est la
loi conditionnelle de Y sachant X, alors pour toute fonction mesurable positive sur (E X F,EQF)
on a

E(h(X,Y)|X):/Fh(X,y) K(X,dy) p.s.,

ainsi que la formule de désintégration suivante :

E(h(X,Y)) = /

E

(/F h(x,y)K(x,dy)) dPx(x).
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Chapitre 6

Vecteurs gaussiens

6.1 Variables gaussiennes

Définition 39. Pour m € R, ¢ > 0 on définit la loi gaussienne (ou normale) N'(m,a?) qui est
une probabilité sur (R, B(R)) par N'(m,0) = d,, et pour o > 0,

1 _@m?
e 202 dzx.

N(m,o?)(dx) =

oV 2T

N(0,1) est appelée loi gaussienne standard ou centrée réduite. Une v.a.r. X est gaussienne
s'il existe (m, o) € R x R telle que Py = N(m,c?), elle est centrée si m = 0.

Proposition 61. Soit X ~ N (m,c?) alors
— EX =m, Var(X) = 02,
. 242
— pour tout { € R, ®x (&) = exp (imé — 025 ).
SiY ~ N(m/,0") est indépendante de X alors X +Y ~ N(m +m’, 0% + o?).

6.2 Vecteurs gaussiens de R?

Définition 40. Un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xy) est dit gaussien si pour tout o € R?, 1a
v.a.r. (o, X) est gaussienne. On note son espérance m = EX = (EX,..., EXy ) et sa matrice
de covariance

I' = Cov(X) = (Cov(X;, X;))

1<i,j<d’
c’est une matrice symétrique positive.

Remarque 14. On pourrait définir de manieére analogue la notion de vecteur gaussien a valeurs
dans un espace euclidien. Comme tout espace euclidien de dimension d s’identifie & R% muni de
sa structure canonique, ce point de vue ne donne pas de nouveaux objet mais seulement des
notations plus intrinseques.

Proposition 62 (Unicité). La loi d’un vecteur gaussien X dans R? est caractérisée par sa
moyenne m et sa matrice de covariance I'. Plus précisément on a
(o, Tax)

@X(a):exp(z'<a,m>— 5 ) Vo € RY.

On note Px = Ny(m,T).

Proposition 63. i X ~ Ny(m,X), b € RF et A € M 4(R) alors AX + b est un vecteur
gaussien a valeurs dans R¥, de loi Nj,(Am + b, AX 'A).
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Proposition 64 (Existence). Soient G1,...,Gq des v.a.r. indépendantes de loi N'(0,1).
— Le vecteur aléatoire G = (G1, . ..,Gq) est gaussien de loi Nyg(0,1), ot I; est la matrice
identité de taille d.
— Sim € R? et T € My(R) est une matrice symétrique positive, alors m + VI G ~
Na(m,T).
Proposition 65. Si m € RL T est une matrice d x d et symétrique positive et inversible (i.e.
définie positive) alors

dx
(27)%v/det T
Théoréme 66. Soit X ~ Ny(m,T). Soient a; > -+ > aq les valeurs propres (avec répétition)

de T' et soit (V1,...,Vy) une base orthonormée formée de vecteurs propres associés. Soient
G1,...,Gq des variables indépendantes de loi N'(0,1). Alors X a méme loi que

Ng(m,T)(dx) = exp (—% <x —m, Tz — m)>)

d
m—l-z\/aTGiVi.
i=1

6.3 Indépendance, conditionnement

I’indépendance des composantes d’un vecteur gaussien se lit sur les covariances.

Proposition 67. Soit (X1,...,X,,Y) un vecteur gaussien de R"*1. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Y est indépendante de (X1,...,X,).

2. V5 e{l,...,n}, Cov(¥, X;) =0.
Plus généralement si (X1, ...,X,) vecteur gaussien dont la matrice Cov(X) est diagonale par
blocs de tailles ny,...,n, avec n1 + ...+ ni = n, alors les vecteurs correspondant auz blocs

(Xla e 7X77,1)7 (Xn1+17 oo 7Xn1+n2)7 ey (Xn1+‘..+nk,1+la L) 7Xn)

sont mutuellement indépendants.

6.3.1 Calculs d’espérance conditionnelle

Proposition 68. Soit (X1,...,X,,Y) un vecteur gaussien centré de R"*, défini sur un espace
de probabilité (Q, A, P).
1. Alors E(Y|X1,...,X,) est la projection orthogonale de Y sur vect(X1y,...,X,) au sens
de L*(Q, A, P). Donc, il existe des nombres réels Ay, ..., \, tels que

n
E(Y|X1,.... Xn) = > NX;.
j=1
Ils sont caractérisés par les équations :

E(YY;) =Y NEYY:), i=1,...,n.
j=1

2
2. Soit 0% = E(Y — Z?:1 /\ij) € R*. La loi conditionnelle de Y sachant X1, ..., X, est

donnée par

K((a:l, .. .,xn),-) :/\f(Zn:)\jxj,UQ).
j=1
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6.3.2 Lois associées

Définition 41. La loi du Chi-deuzr & n degrés de liberté est x%(n) := v (%, %) . C’est la loi de
|G =31 G? i G~ N, (0, 1,).

Théoréme 69 (Cochran). Soit Y ~ N, (0, I,,) et H un sous-espace vectoriel de R™ de dimension
r <mn, alors le vecteur gaussien X = Pﬁ-(Y),

— vu comme vecteur aléatoire & valeurs dans R™, suit & la loi Ny, (O, Pﬁ),

— vu comme vecteur aléatoire & valeurs dans H ~ R", suit N;.(0, I,.).
De plus | X|? suit la loi x*(r).

Définition 42. Pour v > 0 la loi de Student s(v) de parametre v est la loi & densité sur R
donnée par
v+1
e 2\ 2
dt) = ——2"- 1+ — dt.
o)) = - Eos (14

Théoréme 70. Soit X = (X1,...,X,) ou les X; sont des v.a.r. indépendantes et de loi
N(m,a?). On considére les variables

appelées respectivement moyenne empirique et variance empirique. Alors

X,—m n-—

(\/ﬁo,

En particulier moyenne empirique et variance empirique sont indépendantes. De plus le quotient

o2

! Sg) suit la loi N'(0,1) @ x*(n —1).

suit la loi de Student s(n —1).
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Chapitre 7

Convergence des suites de v.a. et de
lois

7.1 Convergence presque sure

Définition 43. Soient X, (X, ),>0 des variables aléatoires définies sur (92, A, P) et a valeurs
dans (R?,B(R?)). On dit que la suite (X,)n>o0 tend vers X presque sirement et on note

Xy 25 X si
P({w €0 X(w) = nll_)rgoXn(w)}) = 1.
Proposition 71. (Critére de Borel-Cantelli).
1. Sive>0, > .y P(|Xn — X| >¢) < oo alors X, 2% x.
2. Siles Xy, sont indépendantes et o est un nombre réel fixé,

X, a0 < V6>O,ZP(|Xn—a\25) < 0.
neN

Proposition 72. Soient (X,)n>0, (Yn)n>0,X,Y des v.a.r. définies sur (2, A, P). Si X, P x
et Y 22V alors X, + Y, Z5 X +Y et XV, 25 XY

7.2 Convergence en probabilité

Définition 44. Soient X, (X,)n,>0 des variables aléatoires définies sur (2, A, P) et a valeurs
dans (Rd, B(Rd)). On dit que la suite (X,,)n>0 tend vers X en probabilité et on note X, NS e
si
Ve >0, lim P(|Xn - X| > 5) = 0.
n—oo
Proposition 73. (Lien avec la convergence p.s.)
L x,x = x, 5 X
2. X, 5 X = il existe une sous-suite telle que Xy, 25X,
Définition-Proposition 45. Soit LY, (€2, A, P) l'ensemble des v.a de (2, A, P) dans (R?, B(R?))
quotienté par la relation d’égalité p.s.. L’application d(X,Y’) := E min (1, | X —Y| ) est une dis-
tance sur cet espace et
X, 5X o lim dX, X)=0.
n—oo

On dit que la convergence en probabilité est métrisable.
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Proposition 74. Les assertions suivantes sont équivalentes
p
— X, — X,
. . . .S.
— de toute sous-suite (X, )g>0 on peut extraire une sous-suite (Xn ) ., telle que X, L '
kK2 kj/j20 ki j o0

Corollaire 75. Soient (X,,) et (Y,) deux suites de v.a.r. sur (2, A, P) telles que X, Lo X et
v, Ly,

— Si ¢ est continue alors ¢p(Xy,) 5 o(X),

— Sia,B €R alors aX, + BY, Bax + 3Y,

— X, v, & xv.

Théoréme 76. L’espace (LHOW(Q,.A, P),d) est complet.

7.3 Convergence dans L, p > 1

Définition 46. Soient X et (X,),>0 des v.a.r. dans LP(Q2, A, P). On dit que la suite (X,,) tend

Lp - <
vers X au sens LP et on note X,, — X si lim,,,o [| X — Xan = 0, c’est-a-dire si

lim E(|X, - X|") =0.

n—oo

Proposition 77. Sig>p > 1,

X, x = x,2x = x,5x = x,5x

Définition 47. Une famille (X;);cr de v.a.r. sur (2, A, P) est uniformément intégrable, (Ul en
abrégé) ou équiintégrable si
Jim sup B (X[ 1px,15) = 0.

Remarque 15. Si (X;);er est Ul chacune des variables X; est intégrable.

Proposition 78. (Conditions suffisantes d’uniforme intégrabilité).
— Une famille finie de variables intégrables est UL
— Une famille (X;)ier telle qu’il existe une v.a.r. Y intégrable avec |X;| <Y, pour tout
i € I(on parle de famille dominée), est UL
— Sl existe ® : RT — R telle que limy 00 ®(z)/2 = +00 et sup;c; EQ(|X;]) < +o0
alors la famille (X;);cr est UL

L’uniforme intégrabilité permet de remonter de la convergence en probabilité & celle dans L'.
L’énoncé suivant peut étre vu comme une généralisation du théoreme de convergence dominée.

1
Théoréme 79. Si la suite (X,)nen est UL et X, Ly X qlors X est intégrable et X, Lx.

Proposition 80. Si X, L5 X et 57l eiste g > 1 tel que sup || Xy ||q < +oo alors
n

X, 25X, Wpell,ql.
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7.4 Convergence en loi

On note Cy(R%) I’ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R et Co(R?) I'en-

semble des fonctions continues f : RY — R avec lim f(x) = 0.
|x|—+o0

Proposition 81. Soient ju et v deuz mesures de probabilité boréliennes sur R, Alors = v si
et seulement si

Vo € Cyp(RY), /@duz /«pdu

Définition 48. Soient 11 et (py)n>0 des mesures finies sur (R, B(R?)). On dit que la suite de
étroit

mesures (fin)n>0 converge étroitement vers fi et on note fi, — i si
Voe R, lim [pdun= [odn
n—o0

Proposition 82. Soit H un sous-ensemble dense de (C’o(Rd), K Hoo) Soient et (pn)n>0 des
mesures de probabilité sur (R?, B(RY)). Alors

Sy e Vo eH, nlgrgofwdun:/wdu-

Définition 49. Soient X et (X,)p>0 v.a. & valeurs dans (Rd,B(Rd)), mais pas forcément
définies sur le méme espace de probabilité. On dit que la suite (X, )n>0 converge en loi vers X

étroit

L . NIET .
et on note X,, — X si Px, — Px, c’est-a-dire si

Vo € Gy(RY),  lim Ep(X,) = Ep(X).

n—oo

. . L
On note aussi parfois X,, — Px.

loi

Proposition 83. X, L X = X,—X

Proposition 84. Soient p,, ;1 des mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
1_ Mn étroit
2. Pour tout ouvert G C R%, lirr_1>inf wn(G) > 1(G).
n—0o0
3. Pour tout fermé F C R, limsup u,(F) < u(F).

n—o0

4. Pour tout borélien B C R? tel que n(0B) =0 on a lim p,(B) = u(B).

n—-+o0o

La convergence en loi des v.a. réelles peut se vérifier sur les fonctions de répartition :

Proposition 85. Soient X et (Xy,)n>0 des v.a.réelles. Alors X, i) X si et seulement si en
tout t € R ou Fx est continue on a

lim Fy, (t) = Fx(t).

n—o0

Définition 50. Une famille (p;);e; de mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)) est dite tendue
ou équi-tendue si pour tout € > 0 il existe un ensemble compact K. C R? tel que

Viel, p(K:)>1-—e.
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Théoréme 86 (Prokhorov). Soit (f,)nen une suite tendue de mesures probabilités sur (R4, B(R?)).
Alors on peut en extraire une sous-suite qui converge étroitement vers une mesure de probabilité.

Théoreme 87 (Lévy). 1. Si X, == X alors V& € RY, limye B, (€) = By (£).
2. S’il existe une fonction ® : R — C continue en 0 telle que pour tout & € R?,

lim ®x, (£) = ®(S),

n—o0

alors il existe une mesure de probabilité p sur (Rd,B(Rd)) telle que ® = 1. De plus

étroit

n — et st X est une v.a. de loi p on aXni>X.

Théoréme 88 (Skorokhod). On considére une suite de v.a. Xy : (Qn, An, Py) — (RY, B(RY)),
n > 0. Si la suite (Xp)n>0 converge en loi, alors il existe un espace de probabilité (Q, A, P) et
une suite de variables aléatoires Yy : (0, A, P) — (R, B(R?)) telle que

— pour tout n > 0, Px, = Py,,

— la suite (Y )n>0 converge presque siurement.
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Chapitre 8

Théoremes limites

8.1 Loi des grands nombres

Définition 51. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. définies sur un méme espace de probabilité
(Q, A, P). A un échantillon de taille n, (Xl(w), . ,Xn(w)), on associe
_ 1 <&
— la moyenne empirique X,(w) = — ZXi(W),
n
i=1

n

- 1
— la mesure empirique ;. := - 25Xi(w)~
1=

Théoréme 89 (Loi faible des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi avec E(X?) < +o0, alors

J— ]_ n L2
X, = nz;XjnjoExl.
]:

Théoréme 90 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,)nen+ une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi avec E|X1| < 400, alors

X, 2% BX;.

n—o0

Théoréme 91 (Fondement de la statistique). Soit (X, )nen= une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi sur (2, A, P), alors

P({w €, p o PX1}> ~1.

n
n—o0

i.e. presque surement, la mesure empirique converge étroitement vers la loi de X;.

8.2 Théoreme de la limite centrale

Théoréme 92. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi avec E(X3) < oo.
Soit m = EX; et 0% = Var(X}), alors

X,-EX; Y, X;-nEX, ¢
g N O'\/ﬁ n—o00

Vn N(0,1).
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Soit (Xpn)n>1 une suite de v.a. a valeur dans R?, indépendantes et de méme loi. On suppose que
E(|X1]*) < oo et on pose I' = Cov(X1). Dans ce cas

Xi+---+X,—nEX; £
vn n—0o0

Corollaire 93. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi avec E(X3) < oo.
On note 0? = Var(X;). Alors pour tout a > 0,

— oa +oo 2 dt
lim P(|X, - EX{|>"2)=2 -t 0.
i P (%0 pxal 2 G ) =2 [ e

8.3 Valeurs extrémes (hors programme)

Ny(0,T).

Définition 52. La borne supérieure essentielle d'une v.a.r. X est donnée par
sx :=sup{z, P(X <) <1} €] — o0, 4o].

Théoréme 94. Soient (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi, alors

p.S.
M, = max(X1,...,X,) — sx,-
n—oo
Théoréeme 95. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi. Soit s le sup

essentiel de leur loi commune et F' sa fonction de répartition.

1. 8l existe une fonction g > 0 telle que pour tout x € R,

1-F
L= Fltagt)

tSs 1- F(t)

alors il existe des suites (an)nen €t (bp)nen avec ap, > 0 et

P(an(Mn — bn) < t) — G[(t) — 6_67t

n—oo
2. Si s =400 et sl existe a > 0 tel que pour tout x > 0,

. 1=F(te)
R T

alors il existe des suites (an)nen €t (bn)nen avec a, > 0 et

P(an(Mp —by) <t) — Gp(t) ==

n—o0

0 si t <0,
e @) si > 0.

3. Si s < 400 et s’il existe a > 0 tel que pour tout x > 0,

hml—F(s—tx) -
20 1—F(s—1)

alors il existe une suite (ap)nen avec a, > 0 et

t <0,

P(an(Mn — 8) < t) njo G[[[(t) : £>0.

Il
—
a
BN
=
=
Q
[ N
. =
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Remarque 16. On peut montrer que si la suite des a,, (M, —b,) converge en loi vers une variable
non constante X, alors il existe a, b tels que la fonction de répartition de aX + b soit de la forme
Gy, G ou Gpr. Cependant il ne peut pas toujours exister une limite non constante :

Proposition 96. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi, avec
sx, <oo et Px,({sx,})>0.
Si une suite (fin)n>1 vérifie limy, oo P (My < pin) = p alors p € {0,1}. En d’autres termes, si

la suite (an(Mn — b"))n>1 converge en loi, sa limite est une constante.

8.4 Meéthode Delta

C’est un principe qui permet d’enrichir les résultats précédents de convergence en loi :

Théoréme 97. Soit (T),)nen et V des vecteurs aléatoires a valeurs dans RE. Soit (r,,) une suite
de nombres réels vérifiant lim, r, = +oo, et soit 0 € R%. On suppose que

ro(Ty — 0) -5 V.

n—oo

Soit alors ¢ : RY — RP une application différentiable. Alors

ra(d(Ty) — $(8)) —= de(6) - V.

n—o0

ot dp(0) est la différentielle de ¢ au point 6.
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Chapitre 9

Introduction a la statistique

9.1 Structure statistique

Définition 53. Une structure statististique, ou modéle statistique est un triplet (Q, A, (Pg)gee)
formé d’un espace mesurable (€2, A) muni d’une famille de mesures de probabilités. Le modele
est dit paramétrique si © est un sous-ensemble de R? pour un certain d. Un élément w de € est
appelé une observation.

Les probabilités Py correspondent a divers modeles probabilistes susceptibles de représenter
un phénomene. L’objectif principal de la statistique est de proposer parmi ces modeles celui qui
est le plus fidele aux résultats d’expériences. En d’autre termes, a partir d’'une observation w
on cherche & déterminer le parametre (inconnu) 6 qui est le plus proche de la réalité.

Définition 54. Une structure d’échantillonnage est une structure statistique produit
®
(Q,A, (Ppoeo) " == (0", A", (P™)geo).

Une telle structure sert & modéliser une expérience répétée n fois. On définit souvent les
variables aléatoires X; : (Q", A®") — (Q, A) par X;(w1,...,w,) := w;. Si on munit (Q", A%")
de la probabilité Pa@” alors Xi,..., X, sont indépendantes et de loi Py. On dit souvent que
(X1 (w), ..., Xp(w)) est un n-échantillon.

Remarque 17. On peut aussi considérer des structures produit dénombrable (QN, AN (PG@N)QGQ).

Définition 55. Le modele (Q, A, (P9)9€@> est dominé s’il existe une mesure o-finie p sur (2,.4)
telle que
VO € O, Py < p.

Dans ce cas, toute fonction L : © x © — R telle que pour tout 6, dPy(w) = L(w,0) du(w) est
appelée vraisemblance du modele. Autrement dit, L(-, 0) est une densité de Py par rapport & (.

Définition 56. Soit (Q,.A, (Pg)geg) un modele statistique et (E,B) un espace mesurable. On
appelle variable statitistique ou simplement statistique toute application T : (2, 4) — (E,B),
c’est-a-dire toute variable aléatoire. Il est a noter que 1" ne dépend pas du parametre 6.

— On dit que 7', & valeurs dans (R, B(R)), est sommable si

V0 €O, BT ::/ IT(w)| dPy(w) < +oo.
Q

— Si T? est sommable on note Vary(T) := Ep(T?) — (ET)?.
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— La loi de T" dépend de 8 puisque c’est par définition la mesure image de Py par T :
Pyr(B) = Py(T"(B)), VBeB.
— La structure statistique induite par T est (E, B, (ngT)%@).

Dans la suite I’ensemble © des parametres sera un sous-ensemble de R? muni d’une tribu. Le
but de I'estimation statistique sera de retrouver la vraie valeur de 8 étant donnée une observation
w. Parfois on cherche seulement a déterminer une partie de I'information contenue dans 6 (par
exemple, une de ses coordonnées). Ce nouveau parametre d’intéret est de la forme A := g(60).

Définition 57. Soit g : (©,7) — (A, L) une application mesurable & valeurs dans un sous-
ensemble de R¥. Un estimateur de g(f) est une statistique T : (Q,A) — (A, £).

Pour une observation w, la valeur T'(w) est une proposition de valeur de g(6). Il convient de
quantifier la précision d’une telle estimation.

Définition 58. Le biais d'un estimateur T’ (sommable) de g(f) est 'application by : © — R¥
définie par
br(0) := Ep(T) = g(0).

Le risque quadratique de T est application rp : © — [0, +00]| définie par
rr(0) == Eg(IT — g(0)]*).
Ici on a noté |z| la norme euclidienne d’'un vecteur z € R¥.

Remarque 18. On peut considérer des notions plus générales : si L : RF x RF — Rt vérifie
L(x,x) = 0 pour tout z, la fonction de risque de T au sens de L est 6 — RE(0) := EyL(T, g(9)).

Définition 59. Soient S,T deux estimateurs de g() € R¥. On dit que T est meilleur que S
en terme de risque quadratique si

e o, Ep(IT - g(0)P) < Eo(|S — g(0)).

On dit que T est strictement meilleur si en plus il existe une valeur de 8 pour laquelle 'inégalité
est stricte.

Définition 60. On dit qu'un estimateur est admissible s’il n’existe pas d’estimateur strictement
meilleur.

Dans le cadre d’'un modele d’échantillonnage (QN , AN (P(;X)N )969), on considere généralement
des suites d’estimateurs (77,),>1 de g(f) avec la propriété que 7T;, est une fonction de Xi,..., X,
seulement. On peut alors considérer des propriétés asymptotiques de la suite d’estimateurs : on
dit que

— (Ty,) est asymptotiquement sans biais si V0 € ©, lim, o EgT,, = g(0).

— (T;,) converge vers \ au sens L! (ou L2, p.s., en proba) si V6 € ©, T,, converge vers g(6)

au sens L' (ou L2, p.s., en proba).

Remarque 19. 1l faut noter que toutes les notions de convergence dépendent de 6 puisque leur
définition fait intervenir la probabilité sous-jacente.
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9.2 Quelques techniques d’estimation

9.2.1 Moments empiriques

On considere un modele d’échantillonnage (]RN ,B(R)®N, (Péﬁg)N )gee). On suppose que X7 est
sommable. Si le parametre d’intérét est m(f) = EpXj, un estimateur naturel est la moyenne
empirique
X1+ + Xy

- .

X, =

C’est un estimateur sans biais qui converge vers m(f) au sens presque sir.

Plus généralement, supposons que X} est sommable et que le parametre d’intérét est g(6) =
P(m1(0),...,mi(0)), out I'on a posé my(#) := FEp(X}{). On définit les moments empiriques par
la formule

N X4 ... 4 xt
mg::—l—’_ A

et on propose l'estimateur

9.2.2 Maximum de vraisemblance

Soit (2, A, (Py)eco) un modele dominé de fonction de vraisemblance L(w,#). On appelle
estimateur du mazimum de vraisemblance de 6 tout estimateur 6 tel que

Yw € Q, L(w,0(w)) = r;leaécL(w,H).

En d’autres termes, un tel estimateur propose la valeur de 6 qui rend I’événement observé
le plus probable.

Remarque 20. Un tel estimateur n’existe pas forcément. S’il existe, il n’est pas forcément unique.

9.2.3 Intervalle de confiance

On considere ici un parametre d’intérét g(f) € R. Soit o € [0,1]. Si deux estimateurs @, b
vérifient

V9O, Py(a<g(d)<b)>1-a,

~

on dit que [a,b] est un intervalle de confiance, de sécurité 1 — a.
Dans le cas d’'un modele d’échantillonnage, on parle d’intervalle de confiance asymptotique

o~

si on a des suites d’estimateurs (ay,), (by,) telles que

i i, < <b,)>1-o.
Vo € O, ngrfooPg(an_g(H)_bn)_l o

Les théoremes limite du chapitre précédent permettent d’en construire.

9.3 Exhaustivité

Définition 61. Soit (2, A, (Py)pco) une structure statistique. On dit qu’'une statistique T :
(Q,A) = (U, A) est exhaustive si pour toute statistique X a valeurs réelles, positive ou som-
mable, il existe une fonction mesurable f : ' — R telle que

V€O, Ey (X|T) = f(T) Py —p.s.
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En d’autres termes la loi conditionnelle sachant T ne dépend plus du parameétre . Ainsi la
statistique T' contient toute l'information relative a #. Comme Fjy (X |T) ne dépend plus de 09,
on le note simplement E(X |T)

Proposition 98. Soit S un estimateur de g(6) et soit T une statistique exhaustive. Alors
E(S|T) = Ep(S|T) est un estimateur de g(0), de méme fonction de biais que S. De plus E(S|T)
est meilleur que S en termes de risque quadratique.

Le théoreme suivant donne un critére d’exhaustivité pour les modeles dominés :

Théoréme 99 (Neyman-Fisher). Soit (22, A, (Py)oco) un modéle dominé par i, et de fonction
de vraisemblance L. S’il existe
— une application borélienne g : (2, A) — RT,
— pour chaque 6 € ©, une application gg : (E,B) — RT borélienne,
— une statistique T : (2, A) — (E, B)
telles que
Vo€ O, VweQ, Lwb)=g(w)gy(T(w))

alors T est une statistique exhaustive. La réciproque est aussi vraie.

Remarque 21. La statistique T'(w) := w est donc exhaustive. Cependant une statistique exhaus-
tive est d’autant plus intéressante que son espace d’arrivée E est de petite dimension.

9.4 Complétude

Définition 62. Une statistique T : (Q2,.A) — (F, B) est dite compléte si pour toute application
borélienne h : (E,B) — R telle que h(T") est sommable, on a

(V0 € ©, Egh(T) =0) = (V0 €O, h(T)=0 Py —p.s.).

Théoréme 100 (Lehmann-Scheffé). On suppose que g(0) € R est le paramétre d’intérét. Soit
S une statistique réelle et T une statistique erhaustive et compléte.

Alors E(S|T) est un estimateur de g(0) de méme biais que S. Parmi les estimateurs de
meéme biais que S, c’est "'unique” estimateur ayant un risque quadratique minimum.

Remarque 22. L’unicité est & comprendre au sens suivant : si S’ est un autre estimateur de méme
biais que S et de risque quadratique minimum, alors pour tout 6§ € ©, Py (S’ = FE(S ]T)) =

Corollaire 101. Soit T' une statistique exhaustive et compléte. Si U = p(T) estime g(0) sans
biais, alors U est ”le” meilleur estimateur sans biais en terme de risque quadratique.

9.5 Liberté

Définition 63. Une statistique T : (Q, A, (Pp)geo) — (', A’) est libre si sa loi sous Py (notée
Py 1) ne dépend pas de 6.

Proposition 102. Si T est exhaustive et compléte et si Ty est libre alors pour tout 8 € ©, Ty
et Ty sont indépendantes pour Pp.
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9.6 Modeles exponentiels

Définition 64. Un modele statistique dominé (Q,A, (Pg)gee) est dit exponentiel si pour un
entier p il existe

— des applications Q : © - RP, ¢: © — RT,

— une application mesurable positive d sur €2,

— une statistique T : @ — RP
telles qu’une fonction de vraisemblance se factorise sous la forme

L(w,0) = ¢(0) d(w) exp ((Q(@),T(w)>).
On dit alors que T est une statistique naturelle.

Remarque 23. Le nombre C(6) s’exprime en fonction de n := @Q(#). On peut donc choisir 7
comme nouveau parametre du modele.

Théoréme 103. La statistique naturelle d’une structure exponentielle est
— ezhaustive
— compléte dés que Q(O) := {Q(0); 0 € ©} contient un ouvert non-vide (de RP).

9.7 Information et efficacité

Dans cette section, on considere un modele dominé par une mesure p. On suppose pour
simplifier que ’ensemble des parametres est un intervalle de R. Des hypotheses de régularité
sont requises : on suppose que ”1a” vraisemblance L du modele est strictement positive et qu’elle
est dérivable en #. On note X la variable aléatoire définie pour w € Q par X (w) = w.

Définition 65. L’information de Fisher du modele est la fonction

0 1(6) = /Q (alggL(w, 9))2 Py(dw) = E (81§§L(X,9>2> |

Théoréme 104 (Fréchet-Darmois, Cramer-Rao). Soit T un estimateur sans biais de g(0) € R.
On suppose en plus de ce qui précéde que g est dérivable et que les dérivées en 0 des expressions
[ L(z,0) du(x) et [ T(x)L(x,0)du(z) s’obtiennent en dérivant sous le signe somme. Alors pour
tout § € O,

Varg(T') = rr(0) >

Ce résultat peut étre vu comme un principe d’incertitude : si T’ estime correctement en
moyenne pour tout 6, il doit fluctuer autour de cette moyenne.

Définition 66. On dit qu'un estimateur sans biais de g(6) est efficace s’il réalise I’égalité dans

la précédente inégalité.

9.8 Initiation aux tests

Le cadre de travail sera une structure statistique (Q,A, (P@)gee). Les tests ont pour but
d’infirmer ou de confirmer une hypothese sur le parametre d’intérét. Plus précisément, on appelle
hypotheése sur f un sous-ensemble de ©. On note H : 76 € A” pour signifier que 'on considére
une hypotheése nommée H et qui correspond au sous-ensemble A.
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9.8.1 Definitions

Définition 67. Etant données
— une hypothese dite nulle Hy : 76 € 04”7,
— une hypothese dite alternative Hy : 76 € ©1”, avec ©g N O = (),
un test déterministe de Hy contre Hy est une statistique @ : (Q,.4) — ({0,1},P({0,1})). Pour
une observation w € €}
— 81 ®(w) = 0 on conclut que 6 € Op. On dit que 'on accepte Hy.
— 81 ®(w) =1 on conclut que # € ©1. On dit que 'on rejette Hy.
L’ensemble R := {w € Q; ®(w) = 1} est appelé région critique ou zone de rejet.

Ce faisant, on peut se tromper de deux manieres :
— 6 € ©p mais ®(w) = 1; on parle d’erreur de premiére espéce,
— 6 € ©1 mais ®(w) = 0; on parle d’erreur de deurieme espéce.

Pour des raisons théoriques, on considére une définition plus générale :

Définition 68. Un test de Hy contre Hy est une statistique
®:(Q,A4) — ([0,1],B([0,1])).

On interpréte ®(w) comme la probabilité de rejeter Hy :

— si @(w) = 0 on accepte Hy,

— si @(w) = 1 on rejette Hy,

— si ®(w) = a €]0,1] on est dans la région d’hésitation ; on tire le résultat au hasard en
rejetant avec probabilité « et en acceptant avec probabilité 1 — .

9.8.2 Mesures de qualité des tests
Définition 69. L’image du test ® est application B¢ : © — [0, 1] définie par

Ba(0) == Ep® = Py(Rejet).
Cette fonction mesure la probabilité de rejet si la vraie valeur est 6.

Définition 70. La fonction niveau de ® est la restriction de B¢ a Hg : 6 € ©q. Le niveau de
® est le nombre

sup Ba(0).

[AS(SH)
On dit que ® est de seuil a si supyeg, fo(f) < a c’est-a-dire si la probabilité d’erreur de

premiere espece reste toujours inférieure a a.

Définition 71. La fonction puissance de ® est la restriction de S & Hy : 6 € O,
VO € ©1, [o(0) = Py(Rejet) =1 — Py(Acceptation).
Donc cette fonction vaut un moins la probabilité d’erreur de deuxiéme espece.

Définition 72. Soient ® et ' deux tests de Hy contre H;. On dit que

Vo € ©0, Ba(f) < Ber(0),

VO € ©1, Ba(0) > Bar(0),

— ® et ® sont equivalents et on note ® ~ &' si < &’ et &' < ® ce qui revient a dire que
ﬁq) = ﬂ@’a

— @ est strictement meilleur que @ si ® < @’ et O £ P/,

— ® est meilleur que ® et on note ® < &', si {
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— @ est admissible s’il n’existe pas de test strictement meilleur.

Comme il existe deux types d’erreurs contradictoires, il n’est pas possible de minimiser
simultanément les deux. On introduit donc une notion dissymétrique de test optimal :

Définition 73. Un test ® de seuil « est uniformément plus puissant au niveau o (UPP,,) si
sa fonction puissance est plus grande que celle de tout test de seuil a.

En d’autres termes, parmi tous les tests dont la probabilité d’erreur de premiere espece est
uniformément majorée par «, un test UPP, a toujours une probabilité d’erreur de deuxieme
espece minimale.

9.8.3 Construction de tests

On considére un modele dominé, de fonction de vraisemblance L. Dans ce cas on peut
construire des tests de Hy : 6 € Og contre Hy : # € ©1 en utilisant le rapport de vraisemblance,
défini pour w € ) par
) — SUPsco, L(w,0)

Supgee, L(w, ) '

Pour toute fonction f croissante et a valeurs dans [0, 1], le test défini par
P(w) = fl(w)), YweN

est un test du rapport de vraisemblance.

On peut par exemple considérer ®(w) = Iy(w)>k Ou k est un parametre a déterminer afin
de controler le niveau du test. Cependant on obtient souvent des résultats plus précis avec un
test non-déterministe. C’est le cas pour des hypotheses simples (c’est-a-dire telles que Qg et ©1
sont des singletons) :

Théoréme 105 (Neyman-Pearson). Soit a €]0,1] et 69,0, € O. Il existe (k,p) € RT x [0,1]
pour lesquels le test ® défini pour w € Q par

est UPP, pour tester Hy : 70 = 0y” contre Hy : 70 = 61”.

Ces tests UPP,, pour hypotheses simples permettent parfois de construire des tests UPP,
impliquant des hypotheses composites :

Proposition 106. Soit o €]0,1[. Soit {0;, i € I} un sous-ensemble de © ne contenant pas 6y.
On considére les hypothéses Hy : 70 = 60y”, Hy : 70 € {0;, i € I}” et pouri € I, H : 70 =6,”.

1. Si ® est un test qui ne dépend pas de i et qui pour tout i € I est UPP,, pour tester Hy
contre H| alors ® est un test UPP, de Hy contre Hj.

2. Réproquement si ® est un test UPP, de Hy contre Hy alors pour tout i € I, ® est un
test UPP,, de Hy contre H].
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