
Chapitre 5Suites numériquesCe hapitre propose une étude rigoureuse des suites de nombres réels. Son objetif prinipalest d'aquérir une bonne maîtrise des tehniques de base de l'analyse réelle à savoir : aluler,majorer, minorer, approher. On introduira la notion de "onvergene" qui est un onept fon-damental en analyse et on insistera sur son utilisation omme moyen d'approher par exempleertains nombres irrationnels par des nombres rationnels (par exemple des déimaux). On don-nera en�n quelques exemples simples de suites réurrentes pour illustrer la méthode des itérationssuessives en montrant omment les suites onvergentes peuvent être utilisées pour approherles nombres réels solutions de ertaines équations non linéaires fournissant ainsi un algorithmequi peut être utilisé onrètement dans la pratique (voir par exemple l'approximation de la rainearrée).La notion de onvergene n'est pas faile à appréhender. Prenons un exemple pour om-mener : haun sait que le nombre 1/3, en ériture déimale, est 0, 3333 . . .. Qu'est-e que elasigni�e préisément ?Si on érit n déimales, le nombre 0, 3333 . . . 3 est par dé�nition 33 . . . 3/10n (nous y revien-drons). Maintenant, lorsqu'on augmente le nombre de déimales dans l'ériture, par exemple sil'on passe de 100 à 1000 déimales, le nombre qu'on érit se "rapprohe" de plus en plus de
1/3. En d'autre termes, lorsque le nombre de déimales augmente in�niment (on dira "tend versl'in�ni"), le nombre érit se rapprohe "in�niment" de 1/3. C'est assez faile à omprendre suret exemple : e nombre xn des éritures ave n déimales vaut en fait
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.Le nombre 1

3×10n est de plus en plus petit lorsque n est de plus en plus grand, et on voit bienque le résultat se rapprohe de plus en plus de 1/3. On dira que 1/3 est la limite de la suite xn.Notre but dans e hapitre est de dé�nir orretement e qu'on entend par là .Exerie 131. En utilisant le même raisonnement que pour 1/3, justi�ez l'ériture de 1/7

1

7
= 0, 142857142857142857 . . . .L'ériture déimale est ii le nombre 142857 répété une in�nité de fois.83



5.1 Notion de onvergene et limite d'une suiteOn rappelle qu'une suite de nombres réels est une appliation u : N −→ R qui à haqueentier n ∈ N assoie un nombre réel u(n) enore noté un. On parle alors de la suite (un)n≥0 determe général un, appelé aussi le terme de rang n de la suite (un)n≥0. Il arrive que l'appliation
u soit dé�nie sur une partie in�nie I ⊂ N, on parle dans e as de la suite (un)n∈I indexée par
I.5.1.1 Suites et sous-suitesUne suite n'est pas néessairement une suite de nombres. Elle peut prendre ses valeurs dansn'importe quoi. Mais 'est pour les suites à valeurs dans R, ou dans C, que nous parlerons deonvergene.Dé�nition (Suite). Soit E un ensemble. Une suite à valeurs dans E est une appliation x =
N 7→ E. On note en général xn pour x(n). La suite elle même sera notés (xn)n≥0, ou plussimplement (xn).Lorsque E = R, on parle de suite réelle, et lorsque E = C, on parle de suite omplexe. Maison peut bien sûr envisager des suites à valeurs dans bien d'autres ensembles, omme des suitesde fontions.Dans e qui suit, nous nous intéresserons essentiellement aux suites réelles. Nous en avonsdéjà vu plusieurs exemples, omme xn = n! ou bien xn = 1/n. Dans e dernier as, la suite n'estdé�nie que pour n ≥ 1.De façon générale, il se peut que la suite ne soit dé�nie que pour n ≥ n0. On peut alorsonsidérer la suite yn = xn+n0 , qui est elle dé�nie pour tout n ≥ 0. Pour les problèmes deonvergene qui vont nous ouper dans la suite, ela ne fait auune di�érene. Dans e as, (yn)est e que l'on appelle une suite extraite de (xn). Comme ette notion de suite extraite sera trèsutilisée dans e ours, nous en donnons une dé�nition préise.Dé�nition (Suite extraite, ou sous-suite). Soit (xn) une suite, et soit p : N 7→ N une suitestritement roissante ('est à dire, pour tout n, p(n + 1) > p(n)). Alors la suite yn = xp(n) estappelée suite extraite de xn. On la note souvent xpn. On dit aussi que xpn est une sous-suite dela suite xn.Les valeurs prises par une suite extraite sont don hoisies parmi elles de la suite xn, dansl'ordre roissant. Par exemple, la suite 2−n est extraite de la suite 1/n, mais la suite n2−n nel'est pas.Nous exigeons que la suite p soit stritement roissante pour éviter par exemple que la suite
(x1, x1, x1, . . . , x1, . . .) soit onsidérée omme une suite extraite de xn.Remarque 8. Dans toute la suite, nous nous intéresserons essentiellement aux suites réelles. C'est ene sens que nous utiliserons le mot suite dans e texte.5.1.2 Convergene d'une suite réelleDé�nition (Convergene). On dit que la suite réelle (un)n≥0 onverge vers ℓ ∈ R si quelquesoit ε > 0, il existe un rang N ∈ N tel que pour tout n ≥ N, on ait |un − ℓ| ≤ ε. On notera danse as xn →n→∞ ℓ, ou enore xn → ℓ. En d'autres termes :

xn →n→∞ ℓ ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, |un − ℓ| ≤ ε.Nous dirons que la suite (xn) onverge lorsqu'il existe un réel ℓ pour lequel xn → ℓ. Si la suiteest dé�nie seulement pour n ≥ n0, on adapte la dé�nition en remplaçant N ∈ N par N ≥ n0 (et
N ∈ N que l'on sous-entend souvent pour ne pas alourdir les notations).84



Ce qu'il faut omprendre dans ette dé�nition, 'est que quel que soit ε aussi petit que l'onveut, à partir d'un ertain rang N (qui peut être très grand), on peut a�rmer que la distanede xn à ℓ est inférieure à ε.Exemple. La suite xn = 1/n, dé�nie pour n ≥ 1 onverge vers 0. En e�et, étant donné ε > 0, ilexiste N tel que Nε ≥ 1 (ei n'est rien d'autre que le fait que R soit arhimédien). Alors, pourtout n ≥ N , on a nε ≥ 1, soit xn ≤ ε. Mais xn = |xn| = |xn−0| ar xn ≥ 0, et don limn xn = 0.La dé�nition de la notion de limite est assez ompliquée. Dans la pratique, nous ne l'utilise-rons que dans des as partiuliers. Ensuite, on se donnera des règles qui permettent de ramenerl'étude de la onvergene de suites ompliquées à des suites plus simples, pour lesquelles laonvergene ne posera pas de problème. Il y a plusieurs remarques importantes à faire à proposde ette dé�nition. Commençons par véri�er l'uniité de la limite.Proposition 5.1.1. Soit (un)n≥0 une suite de nombres réels qui onverge vers ℓ. Alors le nombreréel ℓ est unique. Cei justi�e la notation limn→∞ un pour la limite de la suite (un).Démonstration. � En e�et, supposons que la suite véri�e à la fois un → ℓ1 et un → ℓ2. Nousvoulons montrer que ℓ1 = ℓ2.Soit ε > 0 un nombre réel arbitraire. En appliquant la dé�nition de la onvergene à haunave ε/2 à haune des limites, on aboutit à l'existene d'un entier N1 ≥ 1 et d'un entier N2 ≥ 1tels que pour tout n ≥ N1 on aie on ait |un−ℓ1| ≤ ε/2 et pour tout n ≥ N2, on aie |un−ℓ2| ≤ ε/2.Posons N := max{N1, N2} et érivons ℓ1 − ℓ2 = (ℓ1 − uN ) + (uN − ℓ2). En appliquantl'inégalité triangulaire, on obtient |ℓ1 − ℓ2| ≤ |ℓ1 − uN | + |uN − ℓ2|. Il en résulte grâe au hoixde N que |ℓ1 − ℓ2| ≤ ε/2 + ε/2 = ε.Nous pouvons alors appliquer la remarque 5, page 74, pour en onlure que |ℓ1 − ℓ2| = 0,d'où ℓ1 = ℓ2.L'énoné suivant se déduit immédiatement de la dé�nition.Proposition 19. Soit (xn) une suite réelle et ℓ ∈ R. Alors
xn → ℓ ⇐⇒ xn − ℓ → 0 ⇐⇒ |xn − ℓ| → 0.En pratique on utilisera souvent et autre énonéProposition 20. Soient (xn), (yn) deux suites réelles k ∈ N et M ∈ R+. Si ∀n ≥ k, |xn| ≤

M |yn| et limn yn = 0 alors limn xn = 0.Démonstration. � Remarquons pour ε > 0 donné, il existe un entier N (que l'on peut hoisirplus grand que k) tel que pour n ≥ N , |yn| ≤ ε/M , et don, toujours pour n ≥ N , |xn| ≤ ε.Remarque 9. Pour appliquer la dé�nition de la onvergene d'une suite, enore faut-il onnaître paravane le nombre ℓ. Nous verrons bient�t des ritères où nous pourrons a�rmer que la suite (xn) onvergesans onnaître ℓ.Dans les appliations, lorsqu'une suite (un)n≥0 onverge, il arrive souvent qu'elle donne naissaneà un nouveau nombre réel ℓ que l'on ne onnait pas à priori. Lorsque ε > 0 est donné, l'entier N àpartir duquel on a l'inégalité |un − ℓ| ≤ ε, est alors important d'un point de vue "qualitatif", puisque
uN − ε ≤ ℓ ≤ uN + ε. On dira que uN est une valeur approhée (ou un approximant) de ℓ à ε−près. Lenombre réel ε doit être assez petit et représente l'erreur maximale ommise dans l'approximation de ℓpar uN . Il est dans e as important de trouver le plus petit entier N (qui dépend de ε) véri�ant ettepropriété. Il représente le nombre minimum d'opérations permettant de aluler ℓ ave une erreur auplus égale à ε.Cependant d'un point de vue �qualitatif�, pour démontrer qu'une suite onverge, il n'est pas néessairede trouver le plus petit entier N satisfaisant aux exigenes de la dé�nition, e qui peut être assezompliqué. Il su�t d'en trouver un. 85



Remarque 10. Lorsqu'une suite onverge, tous ses termes ont tendane à "s'aumuler" arbitraire-ment près (i.e. à ε près, ε étant arbitraire) autour d'un même nombre réel à savoir sa limite, à l'exeptiond'au plus un nombre �ni d'entre eux N.Il en résulte que la nature d'une suite (onvergene ou non) ainsi que sa limite, lorsqu'elle existe, nehange pas si l'on modi�e ou supprime un nombre �ni de termes de ette suite. Par exemple, si p ≥ 1est un entier �xé, la suite (un+p)n≥0, dite tronquée au rang p, est de même nature que la suite (un)n≥0et a la même limite lorsque elle-i existe (à véri�er !).Suites omplexesIl peut arriver que nous ayons a�aire à une suite à valeurs dans le orps C des nombresomplexes. La dé�nition de la onvergene est alors la même, à ei près que nous devonsremplaer la fontion valeur absolue |x| par le module |z| du nombre omplexe, 'est à dire, pour
z = x + iy, |z| =

√

x2 + y2.Dé�nition. Une suite (zn) à valeurs dans C onverge vers une limite ℓ ∈ C si
∀ε > 0, ∃N, ∀n ≥ N, |zn − ℓ| ≤ ε.Si zn = xn + iyn et ℓ = ℓ1 + iℓ2, (où xn, yn, ℓ1, ℓ2 sont réels), alors zn onverge vers ℓ si etseulement si xn onverge vers ℓ1 et yn onverge vers ℓ2. Pour le voir, il su�t de remarquer dans unsens que |xn−ℓ1| ≤ |zn−ℓ|, |yn−ℓ2| ≤ |zn−ℓ|, et dans l'autre que |zn−ℓ| ≤ 2(|xn−ℓ1|+|yn−ℓ2|).On applique ensuite la remarque 20 de la page 85, puis le fait que la somme de deux suites quionvergent vers 0 onverge vers 0 (proposition 5.2.4, page 90).Donnons quelques exemples simples pour illustrer et manipuler es dé�nitions.Exemples.(i) Une suite (un)n≥0 est dite onstante s'il existe c ∈ R tel que un = c pour tout n ≥ 0. Lasuite (un)n≥0 est dite stationnaire s'il existe un rang p ≥ 0 et un nombre réel c ∈ R telsque un = c pour tout n ≥ p. Dans e as la suite onverge vers c (à démontrer en utilisantla dé�nition).(ii) Si p ≥ 1 est un entier �xé, la suite (1/np)n≥0 onverge vers 0.En e�et, en posant N = ⌊1/ε1/p⌋ + 1, on obtient pour tout n ≥ N, 1/np ≤ 1/Np ≤ ε.(iii) Posons un := 2n

n+
√

n
pour n ≥ 1 et montrons que limn→+∞ un = 2. En e�et pour n ≥ 1, ona :
un =
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n
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√
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√
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√
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√

n
.D'où un − 2 = − 2

√
n

n+
√

n
et don |un − 2| ≤ 2√

n
, pour tout n ≥ 1.Soit ε > 0, pour avoir l'inégalité |un − 2| ≤ ε, il su�t d'avoir l'inégalité 2√

n
≤ ε,i.e. n > 4/ε2. Pour ela il su�t de poser N = ⌊4/ε2⌋ + 1. Alors pour n ≥ N, on a 2√

n
≤ εet don pour n ≥ N, on a |un−2| ≤ ε. Ce qui prouve notre assertion. Observer que l'entier

N trouvé ii n'est pas le plus petit possible, mais ela su�t à prouver la onvergene !Remarque 11. Dans la dé�nition de la limite, il est important que la propriété soit vraie pour tout
ε > 0. Si on avait demandé qu'elle soit vraie pour ε ≥ 0, 'est à dire

∀ε ≥ 0, ∃N, ∀ n ≥ N, |xn − ℓ| ≤ ε,alors on pourrait l'appliquer ave ε = 0, et ela signi�erait que pou n assez grand, xn = ℓ, e qui n'estpas la même hose. 86



Par ontre, d'autres dé�nitions peuvent être équivalentes, omme les leteurs pourront le véri�er àtitre d'exerie. Par exemple
∀ε > 0, ∃N, ∀n ≥ N, |xn − ℓ| < ε,ou enore
∀ε > 0, ∃N, ∀n > N, |xn − ℓ| < ε,ou bien enore

∀ε > 0, ε ∈ Q, ∃N, ∀n ≥ N, |xn − ℓ| ≤ ε,et même
∀p ∈ N∗, ∃N, ∀n ≥ N, |xn − ℓ| <

1

p
,et bien d'autres enore. Remarquons que la dé�nition peut aussi sérire sous la forme équivalente :

∀ε > 0, ∃N, n ≥ N =⇒ |xn − ℓ| ≤ ε.5.1.3 Sous-suites et limitesLa première remarque à faire est qu'une sous suite d'une suite onvergente est onvergente.Proposition 21. Si yn est une suite extraite de la suite xn, si limn xn = ℓ, alors limn yn = ℓ.Démonstration. � Dire que yn est extraite de xn revient à dire qu'il existe une fontion p : N → Nstritement roissante telle que que yn = xpn . La fontion p étant stritement roissante et àvaleurs dans N, on véri�e failement par réurrene que pour tout n, on a p(n) ≥ n.Soit don ε > 0 : il existe N tel que, si n ≥ N , |xn − ℓ| ≤ ε. Mais alors, si n ≥ N ,
p(n) ≥ n ≥ N , et don

|yn − ℓ| = |xp(n) − ℓ| ≤ ε,et par onséquent, yn onverge vers ℓ.Ainsi, dans l'exemple (ii) de la page 86, la suite xn = 1/np est extraite de la suite 1/n, etdon onverge vers 0.Remarque 12. Dans la pratique, e résultat est très utile pour montrer qu'une suite ne onverge pas.Il su�t de trouver deux sous-suites qui onvergent vers des limites di�érentes. Ainsi, la suite un = (−1)nne onverge pas, ar u2n = 1 et don onverge vers 1, tandis que u2n+1 = −1 et don onverge vers −1.A titre d'exemple d'appliation de la proposition 21, nous avonsCorollaire 2. Soit (xn) une suite qui onverge vers ℓ et soit p ∈ N un entier. Alors :-la suite (xn+p)n∈N onverge aussi vers ℓ,-les suites (x2n) et (x2n+1) onvergent vers ℓ.(Voir l'exerie 139 pour une réiproque de e dernier point).5.1.4 Limites in�niesLorsqu'une suite (un)n≥0 ne onverge pas, on dira par dé�nition qu'elle diverge. En faitlorsqu'une suite diverge, elle peut avoir des omportements très variés. Nous allons dérire untype de omportement qui est étroitement lié à la notion de onvergene (voir exerie 134).Dé�nition 5.1.2.
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(1) On dit qu'une suite (un)n≥0 de nombres réels a pour limite +∞ si pour tout nombre réel
A > 0 il existe un rang N ≥ 0 tel que pour tout n ≥ N, on ait un ≥ A. On dira aussique la suite (un)n∈N tend vers +∞ et on érira dans e as limn→+∞ un = +∞ ou enore
limn xn = +∞.(2) On dit que la suite (un)n≥0 a pour limite −∞ si pour tout nombre réel A > 0 il existe unrang N ≥ 0 tel que pour tout n ≥ N, on ait un ≤ −A. On dira aussi que la suite (un)n∈Ntend vers −∞ et on érira dans e as limn→+∞ un = −∞, ou enore limn xn = −∞.On peut faire les mêmes remarques à propos de ette dé�nition que elles faites à propos dela onvergene. Elle suivent les mêmes règles en e qui onerne les sous-suites.Observons que la suite (un)n≥0 tend vers −∞ si et seulement si la suite (−un)n≥0 tend vers

+∞.Une suite tend vers +∞ lorsque ses termes deviennent arbitrairement grands à partir d'unertain rang.Cette propriété ne hange pas si on modi�e ou supprime un nombre �ni de termes de lasuite. Le lien entre les deux notions de limites (�nies et in�nies) sera établi plus loin.Donnons quelques exemples pour illustrer ette dé�nition.Exemples.(i) Pour xn = n : limn→∞ n = +∞ (heureusement !)(ii) Soit p ≥ 1 un entier �xé. Alors on a :
lim

n→+∞
np = +∞.C'est en e�et une suite extraite de la préédente.(iii) Soit a > 1 un nombre réel. Alors limn an = +∞.En e�et, posons b := a − 1 de sorte que b > 0 et a = 1 + b et véri�ons par réurrene quepour tout n ∈ N, on a :(5.1) (1 + b)n ≥ 1 + n · b.En e�et ette inégalité est évidente pour n = 0. Supposons qu'elle soit véri�ée pour unentier n ≥ 0. Alors on en déduit que (1 + b)n+1 = (1 + b) · (1 + b)n ≥ (1 + b) · (1 + n · b) =

1 + b + n · b + n · b2 ≥ 1 + (n + 1) · b. Ce qui prouve don l'inégalité (5.1) au rang n + 1.(Nous aurions pu voir diretement ette propriété en utilisant la formule du bin�me, enremarquant que (n1) = n. )Pour démontrer (iii), �xons A > 0 arbitraire : il existe une onstante N telle que N ·b > A.Alors pour tout n ≥ N, on a n · b ≥ N · b > A. Par suite d'après (5.1), on en déduit quepour tout n ≥ N, on a (1 + b)n > A, e qui prouve (iii).(iv) Soit 0 < q < 1. Il résulte de l'exemple préédent (à démontrer !) que
lim

n→+∞
qn = 0.On pose pour n ≥ 1, Sn :=

∑n
k=0 qk = 1 + q + . . . + qn. La formule fondamentale (3.1) dela page 43 nous donne
∀n ≥ 1, (1 − q)Sn = 1 − qn+1.88



On en déduit alors que
lim

n→+∞
Sn =

1

1 − q
.De plus on a l'inégalité fondamentale suivante

∀n ≥ 1, 1 + q + . . . + qn <
1

1 − q
.5.2 Propriétés élémentaires des suites et règles de alulLes propriétés énonées dans e paragraphe sont élémentaires mais sont fondamentales poursimpli�er l'étude de la onvergene des suites.5.2.1 Suites bornéesTout d'abord, nous établissons quelques propriétés générales des suites onvergentes qui nousseront utiles pour la suite.Commençons par rappeler quelques dé�nitions déja vues pour les parties de R.Dé�nition 5.2.1.(i) On dit que la suite (un)n≥0 est majorée dans R s'il existe un nombre réel B tel que

∀n ∈ N, un ≤ B. On dit alors que B est un majorant de la suite (un)n≥0 dans R ouque elle-i est majorée par B.(ii) On dit que la suite (un)n≥0 est minorée dans R s'il existe un nombre A tel que ∀n ∈
N, un ≥ A.(iii) On dit que la suite (un)n≥0 est bornée si la suite est à la fois majorée et minorée.Remarque 13. Observons qu'une suite (un)n est bornée dans R si et seulement si il existe un réel

M > 0 tel que |un| ≤ M pour tout n ∈ N : pour le voir, observons que si ∀n ∈ N, A ≤ un ≤ B, lapropriété est vraie ave M := max{|A|, |B|}.On a alors les propriétés élémentaires suivantes.Proposition 5.2.2.(i) Toute suite de nombres réels qui onverge dans R est une suite bornée dans R.(ii) Toute suite de nombres réels qui a pour limite +∞ (resp. −∞) est une suite non majorée(resp. non minorée) dans R.(iii) Si une suite un onverge vers b 6= 0, alors il existe un entier N tel que, pour tout n ≥ N ,
un 6= 0.Démonstration. � En e�et, supposons d'abord que ℓ := limn→+∞ un ∈ R et �xons ε = 1.Il existe alors par dé�nition un entier N ≥ 1 tel que ∀n ≥ N, |un − ℓ| ≤ 1. Par l'inégalitétriangulaire, on a don |un| ≤ |ℓ| + 1 pour n ≥ N . En posant

M := max{|ℓ| + 1, |u0|, . . . , |uN−1|},

∀n ∈ N, |un| ≤ M, et la suite (un) est don bornée.89



Supposons maintenant que limn→+∞ un = +∞. Alors par dé�nition pour tout A > 0, il existe
N ∈ N tel que ∀n ≥ N,un > A. Il en résulte en partiulier qu'auun nombre réel A > 0 n'estun majorant de la suite (un) et don elle-i n'est pas majorée dans R. Le même raisonnementmontre que si limn→+∞ un = −∞, la suite (un) n'est pas minorée dans R.Pour le dernier point, appliquons la dé�nition de la limite ave ε = |b|/2 : il existe un entier
N tel que, pour n ≥ N |un − b| ≤ |b|/2, d'où |un| ≥ |b| − |b|/2 = |b|/2 > 0.Remarque 14. La réiproque de ette proposition est fausse : il ne su�t pas que la suite un soitbornée pour qu'elle onverge, et il ne su�t pas non plus qu'elle soit non majorée pour onverger vers
+∞. On le voit sur les exemples suivants(1) La suite dé�nie par un := (−1)n pour n ≥ 0 est bornée mais elle n'a pas de limite (voir exerie 1).(2) La suite dé�nie par un := (−1)n · n pour n ≥ 0 n'est ni majorée ni minorée et n'a pas de limite.(3) La suite n(1 + (−1)n) est minorée, mais ne onverge pas vers +∞ (La sous-suite u2n onverge vers

+∞ tandis que la sous-suite u2n+1 vaut identiquement 0, et don onverge vers 0.Le résulat suivant est utile dans la pratique.Proposition 5.2.3. Soient (an)n∈N une suite qui onverge vers 0 et (un)n∈N une suite bornée.Alors la suite (anun)n∈N onverge vers 0.Démonstration. � Il su�t d'appliquer la remarque 20 de la page 85Exemple. Ainsi, la suite un =
(−1)n

n
onverge vers 0. En e�et, an = 1/n onverge vers 0, et

un = (−1)n est bornée.5.2.2 Opérations algébriques sur les limitesDans la pratique, on n'a pas besoin de revenir à la dé�nition pour démontrer qu'une suitedonnée onverge vers une limite ℓ. On part de suites dont on onnaît bien la limite, et on onstruitave elles de nouvelles suites plus ompliquées dont on peut identi�er la limite.Proposition 5.2.4. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de nombres réels qui onvergent versles nombres réels a et b respetivement. Alors on a les propriétés suivantes :(i) (Addition des limites) La suite (un + vn)n∈N onverge vers a + b i.e. :
lim

n→+∞
(un + vn) = lim

n→+∞
un + lim

n→+∞
vn.(ii) (Multipliation des limites) La suite (un · vn)n∈N onverge vers a · b i.e. :

lim
n→+∞

(un · vn) = ( lim
n→+∞

un) · ( lim
n→+∞

vn).(iii) (Quotient de limites) Si b 6= 0, il existe un rang p ≥ 0 tel que vn 6= 0 pour tout n ≥ p et lala suite (un/vn)n≥p onverge vers a/b i.e. :
lim

n→+∞
(un/vn) = ( lim

n→+∞
un)/( lim

n→+∞
vn).Démonstration. �Commençons par le point (i) : ε > 0 étant donné, il existe N1 tel que, pour n ≥ N1,

|xn − ℓ1| ≤ ε/2. De même, il existe N2 tel que, pour n ≥ N2, |yn − ℓ2| ≤ ε/2. Alors, pour
n ≥ max(N1, N2), on a

|xn + yn − ℓ1 − ℓ2| ≤ |xn − ℓ1| + |yn − ℓ2| ≤ ε/2 + ε/2 = ε.90



Pour la point (ii), 'est un peu plus ompliqué. Tout d'abord, les suites (un) et (vn) sontonvergentes, et don bornées.Ensuite, on érit
unvn − ab = un(vn − b) + b(un − a).Les suites (vn − b) et (un − a) onvergent vers 0. Par la proposition 5.2.3 de la page 90, onen déduit que un(vn − b) et vn(un − a) onvergent vers 0, et don par le point (i), la sommeonverge : unvn − ab onverge don vers 0 et par suite unvn onverge vers ab.Pour le point (iii). On ommene par se ramener au bas b = 1 en hangeant vn en vn/b. Grâeà la propriété (ii), on se ramène ensuite au as un = 1 pour tout n. La première assertion a déjàété vue dans la proposition 5.2.2. En fait, dans la démonstration de e point, nous pouvons voirqu'il existe un entier N0 tel que, pour tout n ≥ N0, |vn] ≥ 1/2 (ii, |b| = 1 !) Fixons n ≥ N0 : ona alors
∣

∣

1

vn
− 1
∣

∣ =
|1 − vn|
|vn|

≤ 2|1 − vn|.Alors 2|vn − 1| onverge vers 0, | 1
vn

− 1| onverge vers 0, grâe à la remarque 20 de la page 85.Les trois formules fondamentales énonées pour les limites �nies sont enore valables si l'uneou les deux limites sont in�nies à ondition que l'opération orrespondante sur les limites ait unsens omme le montrent les résultats suivants.Proposition 5.2.5 (Mélange de limites �nies et in�nies).(i) Soit (un)n∈N une suite bornée de nombres réels et (vn)n∈N une suite de nombres réels quia pour limite +∞ (resp. −∞). Alors la suite (un + vn)n∈N a pour limite +∞ (resp. −∞) ;Cei s'applique en partiulier lorsque la suite (un) onverge vers un réel ℓ.(ii) Si limn un = a, a ∈ R, a 6= 0, et si limn vn = +∞, alors la suite limn(un · vn) = +∞ si
a > 0 et limn(un · vn) = −∞ si a < 0.Lorsque a = 0, il s'agit d'une forme indéterminée : tous les as sont possibles : une limitenulle, une limite �nie positive ou négative, une limite in�nie, pas de limites du tout. L'étudedans e as doit se faire de façon préise au as par as.(iii) Si les suites (un) et (vn) ont des limites in�nies de même signe, alors la suite (un + vn) aune limite in�nie de même signe.(iv) Si (un) et (vn) ont des limites in�nie, alors (un · vn) a pour limite +∞ si les deux suites
(un) et (vn) ont des limites de même signe, et pour limite −∞ si les limites de (un) et (vn)sont de signe opposé.Remarque 15. Les résultats préédents montrent que les règles de alul pour les limites �niess'étendent au as des limites in�nies sous ertaines onditions qui peuvent être résumées suivant untableau. Dans e tableau, a ∈ R (don �ni) et on note ? quand la réponse est indéterminée ('est à diredépend des as).

un vn un + vn un · vn un/vn vn/un

a > 0 +∞ +∞ +∞ 0 +∞
a < 0 +∞ +∞ −∞ 0 −∞
a > 0 −∞ −∞ −∞ 0 −∞
a < 0 −∞ −∞ +∞ 0 +∞

0 +∞ +∞ ? 0 ?
0 −∞ −∞ ? 0 ?Cependant, en e qui onerne les deux dernières ases de la olonne de droite du tableau, si un > 0 ave

limn un = 0, et si limn vn = +∞, alors limn(vn/un) = +∞, ave les règles évidentes si les signes sonthangés). Mais il se peut qu'on aie une suite un qui onverge vers 0, et vn qui onverge vers +∞, et que
vn/un n'aie pas de limite : onsidérer par exemple le as où un = (−1)n/n et vn = n.91



5.2.3 Passage à la limite dans les inégalitésVoii maintenant des propriétés d'enadrement très utiles dans les aluls de limites. Cespropositions résultent failement des dé�nitions.On notera R := R ∪ {−∞,+∞}, où −∞ et +∞ sont deux nouveaux éléments représentantles limites in�nies ave la relation d'ordre suivante : pour tout x ∈ R, −∞ < x < +∞.Proposition 5.2.6 (Prinipe de onservation des inégalités larges). Soient (un)n∈N et (vn)n∈Ndeux suites ave limn un = a et limn vn = b,Supposons qu'il existe un rang p ∈ N tel que un ≤ vn pour tout n ≥ p. Alors on a a ≤ b.Démonstration. � Supposons que les limites a et b sont �nies (les autres as sont similaires etlaissés aux leteurs à titre d'exerie).Commençons par le as où un = 0 pour tout n. Dans e as a = 0 et il nous faut démontrerque b ≥ 0.Supposons b < 0, et hoisissons dans la dé�nition de la onvergene de bn ε = −b/2. Il existedon N tel que si n ≥ N , on aie |vn − b| ≤ −b/2, et pour un tel n, on a vn ≤ b− b/2 = b/2 < 0.Cei est impossible par hypothèse si n ≥ p.Le as général se ramène à elui-i en onsidérant la suite vn − un.Attention Une erreur fréquente onsiste à a�rmer que, si un < vn et lim un = a et lim vn =
b, alors a < b. C'est évident faux : prendre un = 0 et vn = 1/n. Dans e as, on peut seulementonlure que a ≤ b. Le prinipe de passage à la limite dans les inégalités n'est pasvalable pour les inégalités strites.Proposition 5.2.7 (Prinipe des gendarmes). Soient (un) une suite de nombres réels et ℓ ∈ R.On suppose qu'il existe deux suites de nombres réels (an) et (bn) et un entier p > 1 tels que pourtout n ≥ p on ait an ≤ un ≤ bn. Alors(i) Si limn an = ℓ = limn bn alors limn un = ℓ(ii) Si limn an = +∞, alors limn un = +∞. (Dans e as, la suite bn ne sert à rien : on peuthoisir bn = un).(iii) Si limn bn = −∞, alors limn un = −∞. (Ave la même remarque : la suite an ne sert àrien)Démonstration. � Nous ne traitons que le as où ℓ est �nie. Les autres as sont laissés auxleteurs à titre d'exerie.La suite bn − an onverge vers 0. Mais

|un − an| = un − an ≤ bn − an = |bn − an|.Don, un −an onverge vers 0 (voir remarque 20 page 85). Or un − ℓ = un −an +an − ℓ, et 'estdon la somme de deux suites qui onverge vers 0. Elle onverge don vers 0, e qui veut direque un onverge vers ℓ.Attention, en général, on ne peut passer à la limite dans une inégalité que si on sait quehaque membre de ette inégalité a une limite. Dans le as du théorème des suites enadrées,'est le fait que les deux "suites extrêmes" tendent vers la même limite qui implique l'existenede la limite de la suite enadrée. 92



Exemple. Posons pour n ≥ 1 :
un :=

n
∑

k=1

n

k + n2
=

n

1 + n2
+ . . . +

n

n + n2
.Ainsi un est la somme de n termes dont le plus petit est n

n+n2 et le plus grand est n
1+n2 . Il enrésulte que :

∀n ≥ 2, n · n

n + n2
< un < n · n

1 + n2
.Posons an = n2

n+n2 et bn := n2

1+n2 . On montre failement (exerie !) que limn an = 1 = limn bn.Comme an < un < bn pour tout n ≥ 1, on en déduit grâe au prinipe des gendarmes que
limn un = 1.5.3 Suites monotonesDans les exemples de suites onvergentes que nous avons renontrés jusqu'à présent, il étaitfaile de deviner à priori la limite de la suite onsidérée. Pour le justi�er, il su�sait d'appliquerla dé�nition en utilisant quelques règles élémentaires de alul des limites.L'utilisation de la dé�nition pour démontrer qu'une suite onverge suppose que l'on enonnaisse la limite à l'avane, e qui n'est pas toujours le as.Il est don fort souhaitable de trouver des onditions su�santes (appelés "ritères de onver-gene") permettant de déider qu'une suite onverge sans en onnaitre a priori la limite.Le ritère le plus simple onerne les suites monotones. Pour énoner e ritère, donnonsquelques dé�nitions.Dé�nition. Soit (xn) une suite de nombre réels.(i) On dit que la suite (xn)n∈N est roissante (resp. stritement roissante) si pour tout entier

n ∈ N, on a xn ≤ xn+1 (resp. xn < xn+1).(ii) On dit que la suite (xn)n∈N est déroissante (resp. stritement déroissante) si pour toutentier n ∈ N, on a xn ≥ xn+1 (resp. xn > xn+1).(iii) On dit que la suite (xn)n∈N est monotone (resp. stritement monotone) si elle est soitroissante (resp. stritement roissante), soit déroissante (resp. stritement déroissante).Remarque 16. Si une suite est roissante, alors pour tous n ≤ p, xn ≤ xp. Cela se voit immédiatementpar réurrene sur p. Il y a bien sûr une propriété identique pour les suites déroissantes.Rappelons que nous avons déjà dé�ni e que veut dire suite majorée ou minorée (dé�ni-tion 5.2.1 page 89).Dire qu'une suite x = (xn) est majorée revient à dire que l'ensemble x(N) = {xn, n ∈ N}('est à dire l'ensemble des valeurs prises par la suite, ou bien l'ensemble image x(N) par la suitesi l'on se rappelle qu'une suite x est une appliation de N dans R) est un ensemble majoré.On peut maintenant énoner le résultat fondamental suivant qui est une onséquene simplede la propriété de la borne supérieure de R.Théorème 5.3.1 (Critère de onvergene des suites monotones).(i) Si (xn) est une suite roissante majorée, elle onverge (ave une limite �nie).93



(ii) Si (xn) est une suite roissante non majorée, alors limn xn = +∞.(iii) De même, une suite déroissante et minorée onverge dans R.(iv) Une suite déroissante et non minorée onverge vers −∞.Démonstration. �Nous ne traitons que les deux premiers points, les deux autres s'en déduisant en hangeant
xn et −xn.Commençons par le as où la suite x = (xn) est roissante majorée. Nous savons que l'image
x(N) de la suite est un ensemble non vide et majoré. Il admet une borne supérieure M . Nousallons montrer que limn xn = M .Tout d'abord, par dé�nition, nous savons que pour tout n ∈ N, xn ≤ M .Ensuite, par la propriété de la borne supérieure de la proposition 13 de la page 72, pour tout
ε > 0, il existe un entier N tel que xN ≥ M − ε. Alors, pour n ≥ N , nous avons, puisque lasuite (xn) est roissante,

M − ε ≤ xN ≤ xn ≤ M,et don |xn − M | = M − xn ≤ ε. La suite onverge don bien vers M .Passons au as où x est non majorée. ela veut dire que pour tout A ∈ R, il existe un élément
xN de la suite tel que xN ≥ A. Alors, pour n ≥ N , nous avons

xn ≥ xN ≥ A,et nous avons bien montré que la suite (xn) onverge vers +∞Remarque 17. La démonstration du théorème nous en apprend un peu plus : si une suite est roissanteet majorée, sa limite est sa borne supérieure.Donnons des exemples qui illustrent e théorème.Exemples.(I) (Un as de onvergene).Soit (xn)n≥1 la suite dé�nie pour n ≥ 1 par :
xn := 1 +

1

1!
+ · · · + 1

n!
·(i) Il est lair que la suite (xn)n≥1 est stritement roissante puisque xn+1 − xn =

1
(n+1)! > 0, pour tout n ≥ 1.(ii) Montrons qu'elle est majorée. En e�et on véri�e failement par réurrene l'inégalitésuivante :

∀n ≥ 1, n! ≥ 2n−1.Il en résulte que pour tout n ≥ 1, on a xn ≤ 1 + 1
1 + · · · 1

2n−1 < 1 + 2 = 3.Il en résulte que la suite (xn)n≥1 onverge et que sa limite notée e véri�e les inégalités
2, 5 < e ≤ 3.(II) (Un as de divergene).Soit (un) la suite dé�nie pour n ≥ 1 par la formule suivante :

un :=

n
∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ · · · + 1

n
.Nous allons montrer que la suite (un) tend vers +∞.94



(i) La suite (un)n est (stritement) roissante puisque un+1 − un = 1/(n + 1) > 0 pourtout n ≥ 1.(ii) Montrons qu'elle n'est pas majorée. En e�et, observons d'abord que si n ≥ 1 et
p ≥ 1, alors

un+p − un =
1

n + 1
+ · · · + 1

n + p
≥ p

n + p
,puisque ette expression est la somme de p termes dont le plus petit est 1/(n + p).Par suite u2n − un ≥ 1/2 pour tout n ≥ 1 et en partiulier on a :

∀k ≥ 1, u2k − u2k−1 ≥ 1

2
.En �xant un entier p ≥ 2 et en additionnant membre à membre les p inégalitésobtenues pour k = 1, 2, · · · , p on obtient :

∀p ≥ 2, (u2 − u1) + · · · + (u2p − u2p−1) ≥ p

2
.Les termes se simpli�ent deux à deux par "télésopage" et l'on obtient u2p−u1 ≥ p/2pour tout p ≥ 2 et don u2p ≥ 1 + p/2 pour tout p ≥ 2, e qui prouve que la suite

(un) n'est pas majorée. Par onséquent d'après le théorème préédent, elle tend vers
+∞ i.e.

lim
n→+∞

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)

= +∞.5.4 Suites adjaentesLe théorème suivant est très intuitif et repose sur le ritère de onvergene des suites mono-tones.Théorème 5.4.1 (Théorème des suites adjaentes). Soient (an)n∈N et (bn) deux suites denombres réels telles que(5.2) ∀n ∈ N, an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn.Alors les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N onvergent vers des nombres réels α et β respetivementqui véri�ent les inégalités suivantes :
∀n ∈ N, an ≤ α ≤ β ≤ bn.Si de plus limn→+∞(bn − an) = 0, alors α = β.Démonstration. � C'est une onséquene immédiate du ritère des suites monotones. (an) estroissante par dé�nition, et majorée par b1. De même, (bn) est déroissante et minorée par a1.Elles onvergent don toutes les deux, et le prinipe de onservation des inégalités nous donne

α ≤ β.Si les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N véri�ent les inégalités (5.2) et si limn→+∞(bn−an) = 0,on dira que e sont des suites adjaentes. Le théorème a�rme en partiulier que deux suitesadjaentes onvergent vers une même limite, donnant ainsi naissane à un nombre réel ℓ dont
(an)n≥0 est une suite d'approximants par défaut et (bn) est une suite d'approximants par exès.95



Remarque.Les hypothèses faites dans e théorème traduisent le fait géométrique que les segments de ladroite réelle à savoir In := [an, bn] pour n ∈ N, forment une suite de segments emboîtés les unsdans les autres i.e. In+1 ⊂ In pour tout n ∈ N (faire un dessin). La onlusion a�rme que essegments ont une intersetion qui est enore un segment et que elui-i est réduit à un pointdans le as où les longueurs des segments (In) deviennent in�niment petites lorque n devientgrand. En raison de ette propriété géométrique, on appelle également e théorème le théorèmedes segments emboîtés.Nous avons déja vu que le proédé de dihotomie appliqué à l'approximation de √
2 donnaitnaissane à de telles suites. Donnons maintenant un autre exemple intéressant illustrant ettesituation.Exemple. [Le nombre réel e est irrationnel℄ Posons pour n ≥ 1 :

an := 1 +
1

1!
+

1

2!
. . . +

1

n!
, bn := an +

1

n · n!
.Nous allons démontrer que es deux suites sont adjaentes et onvergent vers un nombre réelirrationnel noté e en l'honneur du fameux mathématiien L. Euler : 'est la base du logarithmeneperien.(i) La suite (an) est stritement roissante. En e�et an+1−an = 1/(n+1)! > 0 pour tout n ≥ 1.(ii) La suite (bn)n≥1 est stritement déroissante. En e�et pour n ≥ 1, on a

bn+1 − bn = an+1 − an +
1

(n + 1)(n + 1)!
− 1

nn!

=
1

n!
(

1

n + 1
+

1

(n + 1)2
− 1

n
)

= − 1

n(n + 1)(n + 1)!
< 0(iii) Il est lair que limn→+∞(bn − an) = 0. D'après le théorème des suites adjaentes, on endéduit qu'il existe un nombre réel, noté e tel que :

e := lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn.Ce nombre réel, appelé le nombre d'Euler, satisfait à l'enadrement suivant : pour tout
n ∈ N,(5.3) 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
< e < 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
+

1

nn!
.(iv) Montrons que le nombre réel e est irrationnel i.e. e ∈ R \ Q. On raisonne par l'absurdeen supposant le ontraire à savoir que e est rationnel. Dans e as, il existe deux entiersnaturels p ≥ 1 et q ≥ 1 premiers entre eux tels que pour tout entier n ∈ N,

an <
p

q
< an +

1

nn!
.Prenons n = q et multiplions les deux membres par q · q!. On observe que par sa dé�nition,

q · q!aq ∈ N, et en posant N := qq!aq on obtient N < p < N + 1, e qui est absurde.96



Les inégalités (5.3) permettent de donner une valeur approhée de e ave une majorationpréise de l'erreur d'approximation. En e�et on a :
0 < e −

(

1 +
1

1!
+ . . . +

1

n!

)

<
1

n n!
,∀n ≥ 1.Ainsi pour obtenir une valeur approhée de e à 10−8 près par exemple, il su�t de hoisir unentier n (le plus petit possible) tel que n n! > 108. Il est faile de véri�er que n = 10 su�t etqu'alors en alulant a10 = 1 + 1

1! + . . . + 1
10! , on en déduit que e ≃ 2, 71828182 · · · à 10−8 prèspar défaut, e qui signi�e que 2, 71828182 < e < 2, 71828183, autrement dit e = 2, 71828182 . . . ,les sept premières déimales obtenues étant exates.Note historique :L'irrationnalité du nombre réel e a été démontrée au 18eme sièle par Leonhard Euler(1707-1783) et Johann Heinrih Lambert (1728 − 1777). Cela signi�e que e n'est pas solution d'une équationlinéaire (i.e. équation algébrique de degré 1) ax + b = 0 à oe�ients entiers a, b ∈ Z, a 6= 0. Plus tard vers

1844, Joseph Liouville démontre que e n'est pas solution d'une équation quadratique (i.e. équation algébrique dedegré 2) ax2 + bx + c = 0 à oe�ients entiers a, b, c ∈ Z, a 6= 0 et onjeture que e est un nombre transendantdans le sens où il n'est solution d'auune équation algébrique anxn + . . . a1x + a0 = 0 à oe�ients entiers
an, an−1, . . . , a0 ∈ Z, an 6= 0. Cette onjeture a été démontrée vers 1873 par Charles Hermite (1822 − 1901).5.5 Développement déimal d'un nombre réelNous avons l'habitude de représenter les nombres réels par leur développement en base 10(leur ériture déimale). Nous avons déjà vu e que signi�e la représentation déimale d'un entiernaturel. Mais dans e as, l'ériture n'a qu'un nombre �ni de termes. Lorsqu'on érit l'érituredéimale d'un réel (par exemple elle de 1/3 que nous avons vue page 83), il s'agit en faitd'érire une suite dont le nombre que l'on représente est une limite. Cette ériture déimale,lorsqu'on l'arrête à un nombre �ni de termes (disons n déimales après la virgule), donne unevaleur approhée du nombre à 10−n près. Par exemple, à 10−9 près, √2 ≃ 1, 414213562, e ≃
2, 718281828 et π ≃ 3, 141592654.Rappelons que si nous érivons un nombre x en base 10 sous la forme

x = ±ckck−1 · · · c0, d1d1 . . . dp,ela signi�e que
x = (±1)(ck10k + ck−110

k−1 + . . . c0 + d110
−1 + . . . dp10

−p).En d'autres termes, s'il y a p déimales après la virgule, 10px ∈ N, et le nombre entier que l'onobtient en déalant la virgule de p plaes vers la droite est l'ériture déimale de l'entier 10px.Si les ci et les di sont des hi�res ompris entre 0 et 9, alors ette ériture de 10px est unique(omme nous l'avons vu dans le hapitre d'arithmétique, page 44).Les nombres déimaux, nous l'avons déjà dit, sont eux qui ont une ériture déimale aveun nombre �ni de termes après la virgule. Ce sont des nombres rationnels d'après e que l'onvient de voir (et des nombres rationnels d'un type très partiulier : 1/3 n'en est pas un).Ce que nous allons voir, 'est que toute ériture déimale �illimitée� dé�nit bien un nombreréel unique, et que tout nombre réel admet une ériture déimale, presque unique.Commençons par démontrer que toute ériture déimale dé�nit bien un nombre réel.Proposition 22. 97



(i) Soit (dn)n≥1 une suite d'entiers prenant les valeurs 0, 1, . . . , 9. Alors la suite
xn = d110

−1 + . . . + dn10−n =

n
∑

k=1

dk10
−konverge en roissant vers un nombre réel x, qu'on érit par onvention

0, d1d2 . . . dk . . .On note aussi par onvention la limite ∑∞
k=1 dk10

−k.(ii) Soit x un nombre réel positif. Il existe un entier P et une suite d'entiers (dk)k≥1 ave
dk ∈ {0, 1, . . . , 9} tels que

x = P +
∞
∑

k=1

dk10
−k.(iii) Cette suite d'entiers (dk) est unique à ondition de supposer que tous les di ne sont paségaux à 9 à partir d'un ertain rang, 'est à dire que,

∀k, ∃k′ ≥ k, dk 6= 9.Une telle ériture est appelée l'ériture déimale propre de x.Démonstration. � Commençons par le premier point. La suite xn est roissante. Il nous su�tde montrer qu'elle est majorée. On va montrer que xn ≤ 1. En majorant haque di par 9, onobtient
xn ≤ 9 × 10−1 + . . . + 9 × 10−n = 9 × 10−1

(

1 + 10−1 + . . . + 10−(n−1)
)

=
9

10

1 − 10−n

1 − 10−1
.Cette dernière quantité est elle même majorée par

9

10

1

1 − 10−1
= 1.Pour le seond point, on se ramène tout d'abord à x ∈ [0, 1[ et P = 0 en remplaçant x par

x − [x], où [y] désigne la partie entière du réel y.Ensuite, onsidérons Kn = [10nx], et érivons son ériture déimale unique
Kn = dn−1dn−2 . . . d1 =

n−1
∑

k=0

dn−p10
p.On pose alors xn = 10−nKn, dont l'ériture déimale est 0, d1 . . . dn−1. On a

10nx − 1 < Kn ≤ 10nx,d'où
x − 10−n ≤ xn ≤ x,e qui montre que (xn) onverge vers x par le prinipe des gendarmes.Le dernier point est un peu plus tehnique. Il est important de remarquer que pour ertainsréels, l'ériture déimale n'est pas unique. Par exemple, 0, 99999 . . . 9 . . . = 1, ar le alul quenous avons fait dans la démonstration du premier point nous dit que, si l'on érit 0, 9 . . . 9 ave

n déimales, alors le résultat vaut 1 − 10−n, et ette suite onverge vers 1. On voit don bien98



que le nombre 1 a deux éritures déimales possibles. On ferait de même ave 0, 1 = 0, 0999 . . .,ou 0, 5 = 0, 499999 . . ..De façon générale, les nombres déimaux (eux dont l'ériture déimale n'a qu'un nombre �ni de termes)vont avoir deux éritures déimales possibles.En fait, si, dans l'ériture déimale, tous les di sont égaux à 9 à partir de i = n0 + 1, et que dn0
6= 9, alorson peut remplaer dn0

par dn0
+ 1 et, pour i ≥ n0 + 1, tous les di par 0 : on obtiendra la même limite.Ce qu'on veut voir, 'est que 'est le seul as possible : seuls les nombres déimaux ont une ériture déimalequi n'est pas unique. Par ailleurs, l'ériture déimale propre d'un nombre réel est unique. On va le voir pourl'ériture de réels de l'intervalle [0, 1].Plus préisément, nous voulons voir que si x =

P∞
k=1 dk10−k et que ette ériture déimale est propre,alors pour tout k, dk est parfaitement déterminé. Remarquons tout d'abord, pour un x ∈ [0, 1] qui s'érit

0, d1 . . . dk . . ., si l'un des di est stritement inférieur à 9 alors x < 1. En e�et, si i est le premier indie tel que
di ≤ 8, x + 10−i ≤ 0, 999 . . ., et don x ≤ 1 − 10−i < 1.Considérons alors yk = 10kx : on érit en ériture déimale

yk = d110
k−1 + . . . dk +

∞
X

p=1

dk+p10
−p.Regardons le dernier terme

zk =

∞
X

p=1

dk+p10
−p = 0, dk+1dk+2 . . . .Il a une ériture déimale propre, et don il est dans l'intervalle [0, 1[. On en déduit que yk −zk = [yk], et d1 . . . dkest l'ériture déimale du nombre entier [yk]. Cette ériture déimale est unique, omme elle de tout nombreentier, et don les d1, . . . , dk sont uniques (e sont les éléments de l'ériture déimale de [10kx]). Puisqu'on peutfaire ei pour tout k, on voit que l'ériture déimale propre est unique.Remarque 18. Ce qu'on a fait ave l'ériture déimale (en base 10), peut bien évidement se faire aveune base b quelonque. L'ériture déimale propre dans e as revient à demander que tous les hi�resne soient pas égaux à b − 1 à partir d'un ertain rang.L'ériture déimale des nombres rationnelsNous avons vu plus haut que les nombres rationnels ont une ériture déimale périodique à partir d'unertain rang, 'est à dire qu'à partir d'un ertain rang, la suite de ses hi�res se répète. On le voit en regardantomment on obtient ette ériture déimale, e qu'on a tous appris à l'éole primaire en "posant la division". Sinnous voulons le omprendre de façon plus mathématique, ela revient à tout d'abord extraire la partie entièrede p/q à l'aide de la division eulidienne, puis à se ramener au as où p < q. Lorsque 1 < q < 10, on pose

d1 = [10p/q] ∈ {1, . . . , 9}, puis {d1} = 10p/q − [d1] (le reste) et ensuite d2 = [10{d1}/q], {d2} = 10d1/q − d2, eton itère le proessus, e qui nous donne les déimales d1, d2, . . .. Comme les di ne peuvent prendre que 10 valeursdi�érentes, au bout d'un ertain temps, on va trouver deux fois la même valeur pour di, 'est à dire que pour unertain p, di = di+p. Alors, on aura di+1 = di+p+1, . . . , et on voit alors que l'ériture déimale est périodique àpartir d'un ertain rang.Si on prend un dénominateur p plus grand, 10k < p < 10k+1, alors on fait la même proédure, mais enmultipliant à haque étape par 10k+1, e qui revient à érire à haque étape des paquets de k déimales. On voitainsi que, pour pour un nombre rationnel, l'ériture déimale est périodique à partir d'un ertain rang. (Il y ad'autres façons de le voir).Réiproquement, si l'ériture déimale d'un réel est périodique à partir d'un ertain rang, alors le nombre estrationnel. En e�et, supposons qu'il existe un entier n et un entier k tels que, pour tout i ≥ n on aie di+k = di.Dans e as, le nombre x est tel que 10nx a ses déimales après la virgule périodiques de période k. Cela signi�equ'en appelant N = [10nx], le réel y = 10nx − N est tel que 10ky = [10ky] + y. En appelant Q = [10ky], onobtient ainsi
10k(10nx − N) = Q + 10nx − N,ou enore 10nx(10k − 1) = Q + N(10k − 1), ou enore

x =
Q + N(10k − 1)

10n(10k − 1)
.On voit don bien que x est rationnel. 99



Réiproquement, si nous voulons voir diretement ('est à dire sans passer par l'algorithme de la division)que l'ériture déimale d'un nombre rationnel est périodique, alors ela revient à dire qu'on peut érire
p

q
=

Q + N(10k − 1)

10n(10k − 1)
,'est à dire qu'on peut érire le dénominateur q sous la forme 10n(10k − 1), ou enore qu'il existe n et k tels que

10n(10k − 1) est ongru à 0 modulo q, e qui permettra d'érire, pour un ertain m ∈ N, mq = 10n(10k − 1) (voirl'exerie 132. On peut alors érire
p

q
=

mp

mq
=

mp

10n(10k − 1)
.On érit ensuite la division eulidienne de mp par 10k − 1, et on obtient ainsi la forme herhée de p/q.On peut faire de même dans n'importe quelle base b.Exerie 132. (**) Soient b et q deux entiers. Montrez qu'il existe deux entiers p et k tels que bn(bk − 1) estongru à 0 modulo q. En déduire que l'ériture de n'importe quel rationnel p/q en base b est périodique à partird'un ertain rang.5.6 Complément : Deux théorèmes fondamentauxNous ne nous servirons pas beauoup des résultats qui suivent dans la suite de e ours, mais ils jouent unr�le entral dans de nombreux pans des mathématiques.Le premier onerne les suites bornéesThéorème 5.6.1 (De Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite onvergente.Démonstration. � Soit xn une suite bornée, à valeurs par exemple dans l'intervalle [a, b], ave a < b. Quitte àremplaer un par un−a

b−a
qui est à valeurs dans [0, 1], on peut supposer que a = 0 et b = 1.Nous allons proéder par dihotomie, omme dans l'exemple de la page ??.Coupons l'intervalle I = [0, 1] en 2 parts égales : [0, 1

2
] et [ 1

2
, 1]. L'un au moins de es intervalles ontient unein�nité de points de la suite : appelons le I1. Il est de longueur 1/2. Coupons à nouveau I1 en deux parts égales.L'un au moins de es deux nouveaux intervalles ontient une in�nité de points de la suite. Appelons le I2 etreommençons. On onstruit ainsi par réurrene une suite d'intervalles I ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In qui ontiennenthaun une in�nité de points de la suite. La longueur de In vaut 1/2n (on a oupé n fois en 2).Choisissons alors n1 tel que xn1

∈ I1. Il existe n2 > n1 tel que xn2
∈ I2. On reommene l'opération, et ononstruit ainsi par réurrene nk+1 > nk tel que xnk

∈ Ik ('est possible justement pare que Ik ontient unein�nité de points de la suite). Appelons Ik = [ak, bk]. On a bn − an = 2−n et ak ≤ xnk
≤ bk. D'après le théorèmedes intervalles emboités, ak et bk onvergent vers la même limite, et par le théorème des gendarmes, il en va demême de xnk

: on a bien onstruit une sous-suite onvergente.Le deuxième résultat fondamental est le ritère de Cauhy. A part le résultat sur les suites monotones, 'estl'un des rares résultats dont nous disposions qui permet d'a�rmer l'existene d'une limite sans la onnaître. Maisil est beauoup plus puissant que le résultat sur les suites monotones, ar il s'agit d'une ondition néessaire etsu�sante.Nous ommençons par une dé�nitionDé�nition. Soit (xn) une suite de nombres réels. Nous dirons que (xn) est une suite de Cauhy si
∀ε > 0, ∃N, ∀n, p ≥ N, |xn − xp| ≤ ε.Remarque 19. Remarquons tout de suite qu'une suite de Cauhy est bornée. En hoisissant ε = 1, noustrouvons un N tel que, si n, p ≥ N , on a |xn − xp| ≤ 1. En partiulier, si n ≥ N , |xn − xN | ≤ 1. Alors,

|xn| ≤ |xN | + 1, et la suite (xn) est bornée par
max{|x0], |x1|, . . . , |xN |, |xN | + 1}.Remarque 20. Une suite onvergente est de Cauhy : en e�et, si limn xn = ℓ, pour ε > 0 donné, ilexiste un N tel que si n ≥ N , alors |xn − ℓ] ≤ ε/2. Dans e as, en érivant
|xn − xp| ≤ |xn − ℓ| + |xp − ℓ|,on voit que si n et p sont supérieurs à N , alors |xn − xp| ≤ ε. La suite est don bien de Cauhy.100



Le théorème fondamental est le suivantThéorème 5.6.2 (Critère de Cauhy). Toute suite de Cauhy est onvergente.Démonstration. � Si (xn) est de Cauhy, elle est bornée. Elle admet don une sous-suite onvergente, soit (xnk
)qui onverge vers ℓ.Montrons alors que xn onverge vers ℓ. Pour ε > 0 donné, il existe un k0 tel que, si k ≥ k0, |xnk

− ℓ| ≤ ε/2.Maintenant, puisque (xn) est de Cauhy, il existe un N , tel que si n, p ≥ N , |xn − xp| ≤ ε/2. Choisissonsalors k ≥ k0 tel que nk ≥ N . Pour n ≥ nk, on a
|xn − ℓ| ≤ |xn − xnk

| + |xnk
− ℓ| ≤ ε/2 + ε/2 = ε.C'est bien e qu'on voulait démontrer.Remarque 21. La notion de suite de Cauhy n'est pas si faile à omprendre. Formellement, ela veutdire que les distanes mutuelles entre deux points de la suite deviennent petites quand n grandit, maisei de façon uniforme, 'est à dire d'une façon qui ne dépend que de n, mais pas de p et q plus grandsque n.Après tout, puisqu'une suite est de Cauhy si et seulement si elle est onvergente, pourquoi introduireune nouvelle notion ? La réponse (autre que le plaisir d'ennuyer les étudiant(e)s en les noyant sous desnotions nouvelles) est que dans la pratique, il sera parfois plus faile de véri�er qu'une suite est de Cauhyque de démontrer qu'elle onverge : 'est un ritère pour assurer qu'une suite onverge. On en verra uneappliation dans le adre des suites réurrentes : théorème 5.7.3, page 107.Remarque 22. Puisqu'une suite de Cauhy (xn) est bornée, pour tout n, l'ensemble An = {|xp −

xq|, p, q ≥ n} est un ensemble majoré. Si l'on appelle Sn = sup(An) ≥ 0, dire que la suite est de Cauhyrevient à dire que la suite (Sn) onverge vers 0 lorsque n → ∞. Remarquons que (Sn) est déroissante(ar An+1 ⊂ An), et pour qu'elle onverge vers 0, il su�t qu'elle admette une sous-suite qui onvergevers 0.Remarque 23. Si (xn) est une suite bornée, on peut aussi onsidérer l'ensemble majoré
Bn = {[xn − xp|, p ≥ n} ⊂ An.On peut alors aussi onsidérer sa borne supérieure : sn = sup(Bn) ≥ 0. Puisque Bn ⊂ An, alors sn ≤ Sn.Mais par ailleurs, on a, pour p, q ≥ n

|xp − xq| ≤ |xp − xn| + |xq − xn| ≤ 2sn.Si bien que Sn ≤ 2sn. Ces deux enadrements nous montrent que limn Sn = 0 si et seulement si limn sn =
0. Don, une suite est de Cauhy si et seulement si limn sn = 0. Remarquons que ontrairement à (Sn),
(sn)n'est pas néessairement déroissante. Mais grâe à l'enadrement préédent, il su�t pour elle aussid'avoir une sous-suite onvergent vers 0 pour onverger vers 0.5.7 Suites réurrentesIl est assez rare dans les appliations qu'une suite soit donnée par une "formule expliite"permettant d'en aluler la limite. Nous allons étudier ii les suites données par un "proédéitératif" dans lequel on onnait le premier terme x0 de la suite et une relation de réurrene :
(R) xn+1 = f(xn), n ∈ Npermettant de aluler le terme xn+1 à partir du terme préédent xn à l'aide d'une même fon-tion f dé�nie sur un intervalle I ⊂ R. Une telle relation, dite relation de réurrene d'ordre
1, permet de aluler tous les termes de la suite (xn)n≥0 de prohe en prohe par réurrene àpartir du premier terme x0. En e�et, onnaissant le premier terme x0 ∈ I, on peut aluler leterme suivant x1 à partir de x0 ∈ I en appliquant la formule (R) pour n = 0, d'où x1 = f(x0).101



Connaissant le terme x1, on peut alors aluler le terme suivant x2 grâe à la relation de ré-urrene (R) appliquée ave n = 1 à ondition que x1 ∈ I, d'où x2 = f(x1), et ainsi de suite...onnaissant le terme xn on peut aluler le terme xn+1 par la formule xn+1 = f(xn) à onditionque xn ∈ I.Par onséquent si x0 ∈ I et si la fontion f véri�e la ondition x ∈ I =⇒ y = f(x) ∈ I,('est-à-dire si f(I) ⊂ I) on peut dé�nir par réurrene une suite (xn)n∈N unique véri�ant larelation de réurrene (R). On dira que la suite (xn)n∈N est une suite dé�nie par itération su-essive de x0 par f .Il est possible en théorie de déduire de (R) une formule donnant le terme xn en fontion de
n et de x0. En e�et on dé�nit les fontions itérées de f en posant f (1) := f , f (2) := f ◦ f, . . . ,
f (n+1) = f (n) ◦f = f ◦f (n) pour n ∈ N∗. On a alors xn = f (n)(x0) pour n ≥ 1. Cette formule esten général di�ilement exploitable ar aluler les itérées f (n) de f peut se révéler très ompli-qué lorsque n devient grand, même si la fontion de départ est assez simple (voir les exemplesi-dessous).La théorie générale ayant pour objet l'étude du omportement de telles suites en fontion dela valeur initiale x0 s'appelle les "systèmes dynamiques" et fait l'objet de reherhes atuelles trèsatives. Il n'y a pas de méthode générale pour étudier les suites réurrentes. Nous nous onten-terons ii de donner quelques tehniques permettant d'étudier des exemples simples : lorsque lafontion f est ontinue, ou monotone sur l'intervalle où la suite est dé�nie, ou bien lorsqu'elle est"ontratante". Nous montrerons aussi omment les suites peuvent être utilisées pour approherun nombre réel solution d'une équation de la forme x = f(x), où f est une fontion onvenabledé�nie et ontinue sur un intervalle I ⊂ R tel que f(I) ⊂ I.5.7.1 Représentation graphiquePour étudier une suite dé�nie par la donnée de x0 et par la relation xn+1 = f(xn), il estsouvent utile de onstruire le graphe de la fontion f . On peut alors onstruire sur le dessin lespremiers termes de la suite ; ils apparaissent naturellement sur la droite déquation (y = x). Leproédé de onstrution est illustré par la �gure suivante, page 103. On plae d'abord le pointde oordonnées (x0, x0) ; la droite vertiale passant par e point renontre le graphe de f aupoint de oordonnées (x0, f(x0)) = (x0, x1). La droite horizontale passant par e dernier pointoupe la bissetrie d'équation (y = x) au point de oordonnées (x1, x1). Ces opérations nousont permis de passer de (x0, x0) à (x1, x1). Il ne reste plus qu'à répéter l'opération...5.7.2 Fontions f ontinues, points �xesLa notion de ontinuité des fontions n'est pas au programme de e ours. Mais pour om-prendre de quoi nous parlons, nous donnons sa dé�nition, qui est diretement inspirée de lanotion de onvergene de suite.Dé�nition. Soit I un intervalle de R et f : I 7→ R une fontion.i) Soit ℓ ∈ I. On dit que f est ontinue au point ℓ si,

∀ε > 0, ∃η > 0, |x − ℓ| ≤ η et x ∈ I =⇒ |f(x) − f(ℓ)| ≤ ε.ii) On dit que f est ontinue sur I si ∀ℓ ∈ I, f est ontinue au point ℓ.102



PSfrag replaements
(x0, x0)

(x0, f(x0)) = (x0, x1)

(x1, x1)

(x1, f(x1)) = (x1, x2)(x2, x2)

(x2, x3)

(x3, x3)

Droite (y = x)

Graphe (y = f(x))

Fig. 5.1 � Constrution graphique d'une suite réurrente xn+1 = f(xn)En d'autres termes, une fontion est ontinue au point ℓ si, à ondition de hoisir x su�samentprohe de ℓ, alors f(x) est aussi prohe de f(ℓ) qu'on le souhaite.La plupart des fontions que nous onnaissons sont ontinues. Par exemple(i) Tous les polyn�mes sont ontinus sur R.(ii) Une fration rationnelle, de la forme P (x)
Q(x) où P et Q sont des polyn�mes, est ontinue entout point ℓ où le dénominateur Q(x) ne s'annule pas. Ainsi par exemple x 7→ 2x+5

x−2 estontinue sur I =] −∞, 2[ et sur I =]2,+∞[(iii) Les fontions sin x, cos x, exp(x) sont ontinues sur R.(iv) La fontion tan(x) est ontinue sur ] − π/2, π/2[.(v) La fontion log(x) est ontinue sur ]0,+∞[.(vi) Plus généralement, si f : I 7→ J et g : J 7→ R sont ontinues sur les intervalles I et J , lafontion g ◦ f : I 7→ R est ontinue sur I.Une onséquene immédiate des dé�nitions est la suivanteProposition 23. Soit f : I 7→ R une fontion dé�nie sur I et (xn) une suite à valeurs dans
I. Si (xn) onverge vers ℓ, ave ℓ ∈ I, et si f est ontinue au point ℓ, alors la suite (f(xn))onverge vers f(ℓ).Démonstration. � La démonstration de ette proposition est très simple et est laissée à titred'exerie.Le lien ave les suites réurrentes est le suivant :103



Proposition 24. Nous onsidérons un intervalle I et une fontion f : I 7→ I. On hoisit x0 ∈ Iet on dé�nit par réurrene la suite (xn) par xn+1 = f(xn). Alors, si limn xn = ℓ ∈ I et si f estontinue sur I, ℓ est solution de l'équation f(ℓ) = ℓ.Démonstration. � C'est une onséquene immédiate de la proposition 23.Dé�nition. Un point ℓ ∈ I tel que f(ℓ) = ℓ s'appelle un point �xe de f . Sur notre onstrutiongraphique, un point �xe orrespond à un point d'intersetion du graphe de f et de la droited'équation (y = x).Exemple. Prenons f(x) = ax + b, où a et b sont deux paramètres réels. La suite xn est dondé�nie par une équation de réurrene linéaire
xn+1 = axn + b, n ∈ N.Alors x1 = ax0 + b, x2 = ax1 + b = a2x0 +ab+ b, x3 = a3x0 +a2b+ab+ b, ... On voit failementpar réurrene que pour tout n ∈ N∗,

xn = anx0 + an−1b + · · · ab + b.Nous voyons déjà que la fontion itérée f (n)(x) est assez ompliquée f (n)(x) = anx + bn, ave
bn = an−1b + · · · ab + b = b(1 + a + · · · + an−1) =

{

b1−an−1

1−a si a 6= 1

nb si a = 1
.(i) Observons que si b = 0, la suite (xn)n∈N est une suite géométrique de raison a : xn =

anx0.(ii) Si a = 1, on obtient xn = x0 + nb, pour tout n ∈ N. C'est une suite arithmétique deraison b dont le omportement dépend simplement de b : si b = 0 la suite est onstante etonverge don vers x0 ; si b 6= 0, la suite a pour limite +∞ si b > 0 et −∞ si b < 0.(iii) Si a 6= 1, l'appliation a�ne f(x) = ax + b a un point �xe unique ℓ = b
1−a . Il en résulteque si x0 = b

1−a , la suite (xn) onverge est onstante et onverge don vers b
1−a .Si |a| < 1, on sait que limn→+∞ an = 0 et don

lim
n→+∞

xn =
b

1 − a
.Si |a| > 1 et x0 6= b

1−a , on en déduit que la suite a une limite in�nie de même signe x0− b
1−a .On peut failement interpréter géométriquement es résultats sur un dessin qu'il est onseilléde faire.Faisons plusieurs remarques importantes sur la proposition 24.Remarque 24. Cette proposition nous montre que si l'on onnaît f , alors les seules limites possiblesde la suite (xn) sont déterminées par la l'équation ℓ = f(ℓ). Même si ette équation n'a qu'une solutiondans I, ela ne veut pas dire que la suite xn onverge e�etivement vers ℓ. Il se peut que la suite neonverge pas, ou bien qu'elle onverge vers un point ℓ qui n'est pas dans I, par exemple lorsque l'un desbords de I est à l'in�ni, ou bien que I =]a, b[ et que ℓ = a.Remarque 25. Le hoix de l'intervalle I sur lequel on travaille est très important dans la pratique :il faut bien sûr que x0 ∈ I, mais surtout que f(I) ⊂ I. On a toujours intérêt à herher I le plus petitpossible, ar alors on peut loaliser assez bien l'endroit où la suite se trouve, et don où sont les solutions104



possibles. C'est important par exemple lorsque l'équation f(ℓ) = ℓ a plusieurs raines : dans e as, onpeut avoir à herher un intervalle I qui ne ontient qu'une seule de es raines et qui ontienne x0.Par ailleurs, on aura toujours intérêt à herher pour I un intervalle fermé borné [a, b]. En e�et, siune suite xn est à valeurs dans I et si elle onverge vers ℓ, alors ℓ ∈ [a, b] par la propriété de onservationdes inégalités larges à la limite. Dans e as, les seules limites possibles sont dans l'intervalle.Si l'intervalle est ouvert, alors la limite pourrait se trouver au bord de l'intervalle qui n'est pas dans IRemarque 26. En�n, il n'est pas toujours néessaire d'avoir x0 ∈ I. Il su�t que x1 soit dans I, oubien qu'au bout d'un ertain temps, xn ∈ I : une fois que la suite est arrivée dans I, elle ne peut plus ensortir.5.7.3 Fontions f monotonesLe omportement des suites réurrentes est assez di�érent selon que la fontion f sur I estroissante ou déroissante (elle peut bien sûr n'être ni l'un ni l'autre).Proposition 5.7.1. Soit I un intervalle de R, f : I 7→ I une fontion roissante. On supposeque x0 ∈ I. Alors on a les propriétés suivantes :i) Si f(x0) > x0, la suite dé�nie par réurrene par xn+1 = f(xn) est roissante.ii) Si f(x0) < x0, la suite dé�nie par réurrene par xn+1 = f(xn) est déroissante.iii) Si f(x0) = x0 la suite dé�nie par réurrene par xn+1 = f(xn)est onstante.En partiulier, si I = [a, b] est un intervalle fermé et borné, et que f est roissante et ontinuesur I, la suite (xn) onverge vers une solution ℓ ∈ I de f(ℓ) = ℓ. En partiulier, ette équationa néessairement une solution dans I.Démonstration. � Puisque f est roissante, pour tout n ≥ 1, le nombre réel xn+1 − xn =
f(xn) − f(xn−1) est du signe de xn − xn−1. Don e signe est onstant. Il est du signe de de
x1 − x0 = f(x0) − x0. Par onséquent si f(x0) ≤ x0, la suite (xn)n≥0 est déroissante et si
f(x0) ≥ x0, la suite est roissante.En�n, si I = [a, b], la suite est soit roissante, majorée par b, soit déroissante, minorée par
a. Elle onverge don par le résultat fondamental sur les suites monotones, vers une valeur ℓ ∈ I.Puisque f est ontinue sur I, on a f(ℓ) = ℓ.Exemple. On onsidère ii la suite dé�nie par son premier terme x0 ≥ 0 et la relation deréurrene

xn+1 = x2
n +

1

9
, n ∈ N.Ii on a xn+1 = f(xn), où f(x) := x2 + 1/9. Comme x0 ≥ 0, et que, si x ≥ 0, alors f(x) ≥ 0, onpeut hoisir I = [0,∞[. Alors I est fermé et f(I) ⊂ I. Sur et intervalle, la fontion est roissanteet ontinue sur I. Cherhons ses points �xes. L'équation f(x) = x s'érit x2 − x + 1/9 = 0. Ellea deux raines positives

ℓ1 =
3 −

√
5

6
, ℓ2 =

3 +
√

5

6
avec 0 < ℓ1 < ℓ2.D'après la proposition 5.7.1, la suite (xn) est une suite monotone dans l'intervalle I dontle sens de monotonie dépend du signe de f(x0) − x0 et en as de onvergene, sa limite véri�el'équation f(x) = x dans I, 'est à dire que 'est ℓ1 ou ℓ2.Comme f(x)− x = (x− ℓ1)(x − ℓ2), le signe de f(x0)− x0 dépend de la position relative de

x0 par rapport aux deux points �xes ℓ1 et ℓ2.
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(i) Si 0 ≤ x0 < ℓ1, on a f(x0) − x0 > 0. On sait don que la suite est roissante.Par ailleurs, on voit que si x ≤ ℓ1, alors f(x) ≤ f(ℓ1) = ℓ1. On en déduit par réurreneque pour tout n, xn ≤ ℓ1.La suite est alors roissante majorée. Elle onverge vers ℓ1 ou bien ℓ2. Comme xn ≤ ℓ1, parpassage à la limite, on a aussi limn xn ≤ ℓ1, et la limite est don ℓ1.(ii) Si ℓ1 < x0 < ℓ2, on a f(x0) − x0 < 0 On en déduit que xn est déroissante. Par ailleurs,par le même argument, on voit que pour tout n, on a ℓ1 ≤ x ≤ ℓ2 =⇒ ℓ1 ≤ f(x) ≤ ℓ2, etdon on en déduit par réurrene que pour tout n, ℓ1 ≤ xn ≤ ℓ2. la suite est déroissanteminorée : elle onverge et la seule limite possible est enore ℓ1(iii) Si x0 > ℓ2, on a f(x0) − x0 > 0, et don la suite est roissante. On a toujours xn ≥
x0 > ℓ2. Don, la suite ne peut pas être onvergente, ar la seule limite possible est ℓ2, et
lim xn ≥ x0 > ℓ2. Dans e as, limn xn = +∞ (ar on sait qu'une suite roissante est soitonvergente, ou a une limite égale à +∞).(iv) Si x0 = ℓ1 ou x0 = ℓ2, la suite xn est onstante.Remarque 27. Dans et exemple, selon la position de x0 par rapport à ℓ1 et ℓ2, nous aurions puhoisir I = [0, ℓ1], ou bien [ℓ1, ℓ2] ou bien [ℓ2, +∞[, qui sont aussi des intervalles tels que f(I) ⊂ I.A titre de omparaison, lorsque la fontion est déroissante, la situation est un peu di�érente.Pour être omplets, nous donnons i-dessous une desription de ette situation.Proposition 5.7.2. Soient I un intervalle de R et f : I 7→ I une fontion déroissante, et on suppose x0 ∈ IAlors pour tout x0 ∈ I, les deux suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont monotones.Si de plus f est ontinue sur I et si es deux suites onvergent dans I, leurs limites respetives sont dessolutions de l'équation f (2)(x) = x dans I, où f (2) = f ◦ f .Attention : ne pas onfondre f (2)(x) = f(f(x)) et f2(x) = f(x)2.Démonstration. � En e�et puisque f est déroissante sur I et que f(I) ⊂ I, la fontion g := f (2) = f ◦ f est unefontion roissante sur I telle que g(I) ⊂ I . En e�et, on a, pour x ≤ y, f(x) ≥ f(y), don f(f(x)) ≤ f(f(y)).Si on onsidère la suite yn = x2n on voit que yn+1 = x2n+2 = f(x2n+1) = f(f(x2n)) = g(yn). Don, la suite

yn est une suite réurrente assoiée à la fontion g = f (2). On peut alors appliquer la proposition 5.7.1 à la suite
yn. De la même façon la suite zn = x2n+1 satisfait elle aussi l'équation de réurrene zn+1 = g(zn), et elle estelle aussi monotone.Remarque 28. Ce résultat ne dit rien a priori sur la onvergene de la suite (xn) elle même. Cependant,si les deux suites extraites (x2n) et (x2n+1) onvergent vers la même limite ℓ, alors la suite (xn) elle mêmeonverge (voir l'exerie 139 ). En partiulier, si l'intervalle I = [a, b] est fermé borné, et que g = f (2)est ontinue et n'a qu'un point �xe ℓ sur I, alors la suite (xn) onverge vers ℓ.Exemple. Soit (xn)n≥0 la suite réurrente dé�nie par son premier terme x0 > 0 et la relation de réurrene
xn+1 := 1+1/xn pour n ≥ 0. Ii, la fontion f est f(x) = 1+1/x. On peut hoisir I =]0, +∞[, intervalle (ouvert)sur lequel la fontion f est ontinue et déroissante.Les points �xes de f sont donnés par l'équation x = 1 + 1/x. Il n'y en a qu'un seul dans l'intervalle I , quivaut ℓ = 1+

√
5

2
. On l'appelle le nombre d'or.La fontion g = f (2) = f ◦ f est une fontion ontinue roissante sur ]0, +∞[. On peut faire le alul exat,et on obtient

g(x) = f(f(x)) =
2x + 1

x + 1
, x > 0.Dans e as, il nous faut regarder les sous-suites yn = (x2n) et zn = (x2n+1). On remarque que la fontion g prendses valeurs dans l'intervalle [0, 2]. De plus, g est roissante (nous le savions par la proposition 5.7.2) et est ontinuesur [0,∞[ (intervalle fermé). On voit que yn et zn sont bornées, puisque yn+1 = g(yn) et zn+1 = g(zn). Ce sontdon des suites monotones bornées. Par onséquent, elles possèdent des limites �nies ℓ1 et ℓ2 respetivement, quisont dans [0, +∞[, et qui doivent être solution de l'équation g(x) = x.Mais le seul point �xe de g dans [0,∞[ est ℓ. Les deux sous-suites (yn) et (zn) onvergent don vers la mêmelimite ℓ, et don la suite (xn) onverge vers ℓ = 1+

√
5

2
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Remarque 29. Dans et exemple, on peut étudier selon les valeurs de x0 quand les suites (x2n) et
(x2n+1) sont roissantes ou déroissantes. Il n'y a pas besoin pour ela de faire le alul. Si x0 < ℓ, alorspuisque f est déroissante, on a x1 > ℓ. Mais puisque x2n onverge vers ℓ, et que sa valeur initiale x0est inférieure à ℓ, alors néessairement elle est roissante. De même, x2n+1 est déroissante. Le résultatest inversé si x0 > ℓ. Dans e as, la limite ℓ est prise en sandwih entre les termes pairs et les termesimpairs de la suite.5.7.4 Fontions f ontratantesLorsque la fontion n'est ni roissante, ni déroissante, nous pouvons toujours exhiber une li-mite dans ertains as partiuliers (ependant très importants). La méthode que nous présentonsdans le théorème qui suit s'étend à de très nombreux problèmes en mathématiques.Théorème 5.7.3. Soit f : I 7→ I une fontion dé�nie sur un intervalle fermé I ⊂ R (pasnéessairement borné : e peut être [a, b], [a,∞[, ] −∞, b] ou bien ] −∞,+∞[. Supposons qu'ilexiste un nombre réel positif 0 < k < 1 tel que pour tout x ∈ I et y ∈ I on ait :

|f(x) − f(y)| ≤ k|x − y|.Alors pour tout x0 ∈ I la suite réurrente de premier terme x0 dé�nie par la relation deréurrene xn+1 = f(xn) pour n ≥ 0 onverge vers un nombre réel ℓ ∈ I véri�ant l'équation
f(ℓ) = ℓ. De plus ℓ est l'unique point �xe de de f dans I.Dé�nition. Une fontion f dé�nie sur un intervalle I pour laquelle il existe une onstante
k < 1 telle que |(f(x) − f(y)| ≤ k|x − y| pour tout ouple de points (x, y) dans I2 est appeléeune appliation ontratante. On dit alors que f est ontratante de onstante k.Démonstration. � Remarquons tout d'abord que l'hypothèse faite sur f montre qu'elle estontinue sur I (nous laissons ette véri�ation immédiate aux leteurs).Nous étudions tout d'abord le as simple où nous savons qu'il existe dans I un point �xe ℓpour f , 'est à dire une solution de f(ℓ) = ℓ. dans e as, nous avons

|xn+1 − ℓ| = |f(xn) − f(ℓ)| ≤ k|xn − ℓ|.En itérant ete inégalité, on en déduit par réurrene que, pour tout n ≥ 0,
|xn − ℓ| ≤ kn|x0 − ℓ|.Puisque k < 1, nous voyons don que limn xn = ℓ.En fait, la seule hypothèse que f est ontratante su�t à assurer l'existene d'un point �xe ℓ. Pour le voir,nous allons utiliser le ritère de Cauhy (théorème 5.6.2, page 101).En e�et, pour n ∈ N∗, érivons |xn+1 − xn| = |f(xn) − f(xn−1)| et d'après l'hypothèse sur f , on en déduitque

|xn+1 − xn| ≤ k|xn − xn−1|.En itérant ette inégalité, on en déduit par réurrene que pour tout n ∈ N∗,(5.4) |xn+1 − xn| ≤ kn|x1 − x0|On va montrer qu'alors (xn) est une suite de Cauhy. Ce qu'il nous faut montrer, 'est que
sn = sup

p≥n

|xp − xn|onverge vers 0. Il su�t don de majorer (sn) par une suite qui onverge vers 0.Soit don n et p ≥ n que nous érivons p = n + q. On a
|xn+q − xn| ≤ |xn+1 − xn| + |xn+2 − xn+1| + . . . + |xn+q − xn+q−1|.107



Par la majoration (5.4), on obtient
|xn+q − xn| ≤ |x1 − x0|

`

kn + kn+1 + . . . + kn+q−1´

= |x1 − x0|k
n

`

1 + k + . . . + kq−1´

.Or,
1 + k + . . . + kq−1 =

1 − kq

1 − k
≤

1

1 − k
,et on obtient

|xn+q − xn| ≤ kn |x1 − x0|

1 − k
.On en déduit que sn = supq≥1 |xn+q − xn| est majorée par kn |x1 − x0|

1 − k
. C'est une suite qui onverge vers 0 etla suite est don de Cauhy. Grâe au théorème 5.6.2 page 101, nous voyons qu'elle onverge et puisque f estontinue, elle onverge vers une limite ℓ telle que f(ℓ) = ℓ.Il nous reste à voir qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution dans I de l'équation f(ℓ) = ℓ. Supposons donque nous en ayons deux, ℓ1 et ℓ2. On a alors

|ℓ1 − ℓ2| = |f(ℓ1) − f(ℓ2)| ≤ k|ℓ1 − ℓ2|,d'où l'on tire, puisque k < 1, que |ℓ1 − ℓ2| = 0.La ondition k < 1 est absolument fondamentale dans et énoné. Dans la démons-tration, e qui est important est de majorer |xn+q − xn| par une quantité indépendante de q etqui onverge vers 0. Ce n'est possible pare que k < 1. Par exemple, k = 1 ne su�rait pas.Remarque 30. Dans la pratique, une fontion est ontratante, de onstante k, sur I dès qu'elleest dérivable et que sa dérivée sur I est que sa dérivée y est majorée par k. (C'est un onséquene duthéorème des valeurs intermédiaires que nous verrons dans un autre ours.)Supposons alors que f est dérivable, et que sa dérivée est ontinue. Si ℓ est une solution de f(ℓ) = ℓ,et que |f ′(ℓ)| < 1, alors il existe un intervalle autour de ℓ, de la forme I = [ℓ − ε, ℓ + ε] sur lequelette fontion dérivée |f ′| est majorée par une onstante k < 1. Alors, dès que la suite (xn) arrive dansl'intervalle I, la suite va onverger vers ℓ. Par ontre, e n'est plus le as si |f ′(ℓ)| > 1. Dans e as, on nepourra jamais avoir la onvergene de (xn) vers ℓ, à moins qu'il n'existe un entier n0 pour lequel xn0
= ℓ(dans e as, la suite reste onstante et égale à ℓ à partir de n = n0).On voit don que dans la pratique, e qui importe est la position de |f ′(ℓ)| par rapport à 1. Dansle premier as, on dit que ℓ est un point �xe stable, dans le seond on dit qu'il est un point �xeinstable (et on se garde bien de dire quoi que e soit lorsque |f ′(ℓ)| = 1).5.7.5 Exemple d'appliation : l'approximation de √

2Nous avons déjà dérit dans l'introdution la méthode de dihotomie pour onstruire deuxsuites de nombres rationels approhant par défaut et par exès le nombre irrationnel √2. Maisl'algorithme que nous avions donné n'est pas très rapide pour approher √
2. Nous allons endonner un autre beauoup plus e�ae. Nous ommençons par remarquer que √2 est la solutionde l'équation

x =
1

2
(x +

2

x
) := f(x).Cette équation n'a qu'une seule solution sur I =]0,∞[, et la fontion f envoie I dans I et estontinue sur I. La dérivée de f au point √2 est nulle, si bien qu'on est dans un as où la dérivéede f autour de ℓ :=

√
2 peut être rendue aussi petite que l'on veut. On va voir que ette propriétéva nous permettre de donner une approximation très rapide.On ommene par remarquer que f est déroissante sur ]0, ℓ], et roissante sur [ℓ,∞[. On aaussi

f(x) −
√

2 =
1

2x
(x −

√
2)2.108



Don, dès la première étape, on aura x1 >
√

2. On voit aussi que si x−
√

2 est petit, par exemplede l'ordre de 10−2, alors f(x) −
√

2 est très petit (inférieur à 10−4). Don, si xn est prohe de√
2, xn+1 en est enore beauoup plus prohe.Si x >

√
2, alors f(x) >

√
2 et l'intervalle [

√
2,∞[ est laissé stable par f . Sur et intervalle, fest ontinue et roissante. Aussi, si x >

√
2, alors f(x)− x = 1

2( 2
x − x) < 0. Don, si x0 >

√
2 lasuite (xn) est déroissante, minorée par √2, et onverge don vers √2. Voyons à quelle vitesse.Si x0 = 2 par exemple, on a x0 −

√
2 < 1. Alors x1 −

√
2 = 1

2x0
(x0 −

√
2) ≤ 1/2. De même,si x1 −

√
2 ≤ 1

2 , alors x2 −
√

2 ≤ 1
2

1
22 . On montre ainsi par réurrene que xn −

√
2 ≤ 21−2n . Ene�et, 'est vrai pour n = 0. Et si ette propriété est vraie à l'ordre n, on a à l'ordre n + 1

xn+1 −
√

2 ≤ 1

2
(xn −

√
2)2 ≤ 1

2
22(1−2n) = 21−2n+1

.Le proédé par dihotomie nous donnait au bout de n étapes une erreur de l'ordre de 2−n,tandis que elui-i nous donne au bout de n étapes une erreur de l'ordre de 2−2n , e qui estonsidérablement plus petit. Si on alule expliitement les valeurs de xn, en partant de x0 = 2,on obtient, ave √
2 ≃ 1, 414213562 : x1 = 1, 5, x2 = 1, 466666, x3 = 1, 414215686, x4 =

1, 414213562.En 4 étapes, nous avons une ériture déimale approhée exate à 9 déimales près ! Ave leproédé de dihotomie, il nous avait fallu 10 étapes pour obtenir 3 déimales.Exerie 133. Donnez une méthode similaire pour approher √a.La méthode utilisée ii pour déterminer une valeur approhée de la raine arrée porte le nom de "méthodede Héron"'. C'est un as partiulier d'une méthode plus générale, dite "méthode de Newton" qui permet dedéterminer une approximation de la solution de ertaines equations du type F (x) = 0. La méthode de Newtononsiste, pour trouver une valeur approhée de la solution à F (x) = 0, à érire une suite réurrente qui remplae
xn par l'intersetion de la tangente à la ourbe y = F (x) au point xn ave l'axe {y = 0}. Dans e as préis, ave
F (x) = x2 − 2, l'équation de la tangente au point xn est Y − (x2

n − 2) = 2xn(X − xn), et l'intersetion ave l'axedes X est donné en faisant Y = 0, 'est à dire en remplaçant xn par la solution X de l'équation obtenue, 'est àdire
xn+1 =

1

2
(xn +

2

xn

).
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Exeries sur le hapitre 5Exerie 134. Etudier la onvergene des suites dé�nies pour n ≥ 1 par
an = 2 − 5

n
, bn = 1 − n2, cn = (−1)n, dn := (1/n) sin(2πn/3), en =

(−1)n
2

n
.Exerie 135. Caluler la limite suivante :

lim
n→+∞

(nα − n),où α ∈ R est un paramètre.Exerie 136. Caluler les limites des suites dé�nes pour n assez grand par les formules sui-vantes :
xn :=

3n3 − 5n2 − 7

2n3 − 8n − 11
, yn :=

70n2 + 10n2 + 50n + 170

2n3 − 90n − 110
, zn :=

n5 − 30n2 − 50n − 750

200n3 + 18n2 + 150
·Généraliser au as d'une suite dé�nie pour n assez grand par un := P (n)/Q(n), où P,Q sontdes polyn�mes non nuls à oe�ients réels.Exerie 137. Démontrer que si (un) a pour limite +∞ ou −∞ alors il existe un rang N ≥ 1tel que pour tout n ≥ N , un 6= 0 et que la suite (1/un)n≥N onverge vers 0.Exerie 138. Soit (un)n≥0 une suite de nombres réels qui onverge vers 0. On suppose qu'ilexiste un rang N ≥ 1 tel que un > 0 pour tout n ≥ N . Démontrer que la suite (1/un)n≥Nonverge vers +∞. Que peut-on dire si (un)n≥0 onverge vers 0 en hangeant de signe ?Exerie 139. Soit (xn) une suite de nombres réels. Montrez que si les sous-suites (x2n) et

(x2n+1) onvergent vers la même limite ℓ, alors (xn) onverge vers ℓExerie 140. Soit (un)n∈N une suite à valeurs positives et onvergeant vers ℓ ∈ R. Démontrer(sans invoquer la ontinuité de la fontion raine arrée) que lim
√

un =
√

ℓ. On pourra traiterà part le as ℓ = 0.Exerie 141. Posons un :=
√

n + 1 −√
n pour n ≥ 0.1) Démontrer que

un =
1√

n + 1 +
√

n
, ∀n ∈ N∗.En déduire limn→+∞ un = 0.2) Caluler la limite suivante :

lim
n→+∞

√
n(
√

n + 1 −
√

n).Exerie 142. (*) On pose pour n ∈ N∗, vn := 1 + 1
2n −

√

1 + 1
n . On pose ∀n ∈ N∗, vn = an

8n2 .Montrez que limn→+∞ an = 1. (Indiation : on pourra utiliser la méhode de l'exerie 141).En déduire limn→+∞ n2vn.
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Exerie 143. Etudier la onvergene des suites suivantes :
xn :=

√

n2 + 2n − 1 −
√

n2 + 5n − 6,

yn :=
n sin(n!)

n2 + n − 1
,

zn := (−1)n
3n − 2

n + 5
.Exerie 144. Caluler les limites des suites suivantes :

xn :=
2n2 + (−1)nn

3n2 + 7
√

5n
, yn := n sin

( π

2n

)

, un := n ln

(

1 +
1√
n

)

,dé�nies pour n ∈ N∗.On admettra les équivalents usuels sin x ∼ x et ln(1 + x) ∼ x au voisinage de 0 (ii f(x) ∼ x auvoisinage de 0 signi�e que pour toute suite (un) qui onverge vers 0 sans s'annuler et telle que
f(un) est bien dé�ni, on a limn f(un)/un = 1).Exerie 145. Démontrer que :

(

1 +
1√
n

)n

≥ 1 +
√

n, ∀n ≥ 0.En déduire limn→+∞

(

1 + 1√
n

)n
.Exerie 146. Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1.1. Démontrer que pour tout entier n ≥ 1, on a 1 − an ≤ n(1 − a) et en déduire que :

0 ≤ 1 −
(

1 − 1

n2

)n

≤ 1

n
, ∀n ∈ N∗.2. Caluler la limite suivante

lim
n→+∞

(

1 − 1

n2

)n

.Exerie 147. On dé�nit la suite (xn)n≥1 par la formule suivante :
xn := 2 cos(1/n2) + 3

n
∑

p=1

1√
p + 1

, n ∈ N∗.1) Caluler x1, x2, x3.2) Démontrer que pour si n et p sont des entiers tels que 1 ≤ p ≤ n, on a
1√

n + 1
≤ 1√

p + 1
≤ 1√

2
.3) Démontrer que pour tout n ≥ 1, xn ≥ 3

√
n + 1 − 5 et aluler la limite de la suite (xn)n≥1.Trouver un entier N tel que xN ≥ 235.Exerie 148. (*)1) Caluler
lim

n→+∞

n!

nn
.111



2) Soit b > 1. Démontrer que
lim

n→+∞

bn

n!
= 0.Indiation : Considérer l'unique entier p ≥ 1 tel que p ≤ b < p + 1 et véri�er que pour

n ≥ p + 1 on a n! ≥ (p + 1)n−pp!.3) Soit p ∈ N∗ �xé. Caluler
lim

n→+∞

bn

np
.4) Soit b ∈ R tel que b > 1 et p ∈ N∗. Dans l'éhelle de roissane à l'in�ni omparer les suites

(bn)n≥1, (np)n≥1, (n!)n≥1 et (nn)n≥1.Exerie 149. Soit (un)n≥0 une suite de nombres réels stritement positifs.1) On suppose qu'il existe un rang p ≥ 1 et un nombre réel α ∈]0, 1[ tels que pour tout n ≥ p onait un+1 ≤ αun. Démontrer par réurrene que pour tout n ≥ p, 0 ≤ un ≤ αn−pup et en déduireque limn→+∞ un = 0.2) Démontrer que si limn→+∞ un+1/un < 1 alors limn→+∞ un = 0. En déduire que si limn→+∞ un+1/
un > 1, alors limn→+∞ un = +∞.3) Appliation : Soit c > 1 un nombre réel et p ≥ un entier. Caluler les limites suivantes :

α := lim
n→+∞

cn

n!
et β := lim

n→+∞

cn

np
.Exerie 150. (*) Soit (xn)n∈N une suite de nombres réels. On dé�nit la suite de ses moyennesarithmétiques en posant :

yn :=
x0 + . . . + xn

n + 1
, n ≥ 0.1) Démonter que si la suite (xn)n≥0 onverge vers ℓ, alors la suite (yn)n≥0 onverge vers ℓ.Etudier la réiproque.2) Démontrer que le résultat est enore valable si ℓ = ±∞.3) On suppose que la suite (xn)n≥0 est monotone. Démontrer que si la suite des moyennesarithmétiques (yn)n≥0 onverge vers ℓ, alors la suite (xn)n≥0 onverge vers ℓ.Exerie 151. Etudier la onvergene de la suite (yn)n∈N dé�nie par yn := x0+...+xn

n+1 , n ≥ 0,dans les as suivants :1) xn = (−1)n,2) xn = (−1)nn.Exerie 152. (**) Soit (yn)n≥0 une suite de nombres réels qui onverge vers une limite ℓ ∈ Ret α un paramètre réel tel que |α| < 1.1) Démontrer qu'il existe une suite unique (xn)n≥0 de nombres réels telle que x0 = y0 et pour
n ≥ 1, xn − αxn−1 = yn. (On exprimera les xn en fontion des yn).2) Démontrer que :

lim
n→+∞

xn =
ℓ

1 − α
.(On ommenera par le as où ℓ = 0).Exerie 153. (**) On rappelle que le nombre e a été dé�ni omme e := limn xn ave xn =

∑n
k=0

1
k! . Le but de et exerie est de démontrer que :

lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n

= e.On onsidère la suite dé�nie pour n ≥ 1 par la formule yn :=
(

1 + 1
n

)n
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1. Montrer que yn = 1 +
∑n

k=1 an(k) ave an(k) := 1
k!

(

1 − 1
n

)

· · ·
(

1 − k−1
n

).2. Montrer que 0 ≤ an(k) < an+1(k) < 1
k! .3. En déduire que la suite (yn)n∈N est roissante et majorée par e.4. Montrer que pour 1 ≤ p < n on a 1 +
∑p

k=1 an(k) < yn < xn. Qu'en déduit-on lorsque ntend vers l'in�ni.5. Conlure que limn yn = limn xn.Exerie 154. Soit (un)n≥0 la suite de nombres réels dé�nie par u0 = 1 et un+1 =
√

u2
n + 2−npour tout n ∈ N.1) Démontrer que pour tout n ≥ 1,

1 ≤ un < un+1 < un +
1

2n+1
.En déduire que pour entier tout n ≥ 1, un < 2.2) En déduire que la suite (un)n≥0 onverge et enadrer sa limite.Exerie 155. On onsidère la suite dé�nie par son premier terme x0 et par la relation deréurrene :

xn+1 =
xn

1 + nx2
n

, n ≥ 0.1) Montrez que la suite est de signe onstant.2) On suppose que x0 > 0.Montrez que la suite (xn)n≥0 est monotone et qu'elle onverge vers une limite que l'on alulera.Exerie 156. (*) Soit (un)n∈N une suite de nombres réels telle que :
un+1 =

u2
n + n2

n2 + 1
,pour tout n ∈ N.1) Démontrer que si la suite (un)n∈N onverge, sa limite est néessairement égale à 1.2) Démontrer que si u0 = 1, la suite (un)n∈N est onstante.3) Démontrer que pour tout n ∈ N,

un+1 − un =
(un − 1)(u2

n − n2)

n2 + 1
,4) Supposons que 0 ≤ u0 < 1. Démontrer que pour tout n ∈ N, un < 1 et en déduire que lasuite (un)n∈N onverge.5) Supposons qu'il existe un entier p ≥ 1 tel que 1 < up ≤ p2. Démontrer que pour tout n ≥ pon a 1 < un+1 ≤ un et en déduire que la suite (un)n∈N onverge.6) Supposons que 1 < u0 < 4

√
7. Démontrer que 1 < u2 ≤ 4 et en déduire que la suite (un)n∈Nonverge.7) On suppose que u0 ≥ 4. Démontrer par réurrene que pour tout n ∈ N∗, un ≥ 16n3. Endéduire la limite de la suite (un)n∈N.Exerie 157. (*) Soient a, b > 0 deux nombres réels positifs. On dé�nit par réurrene deuxsuites (un)n≥0 et vn)n≥0 en posant u0 = a, v0 = b et pour tout n ≥ 0 :

un+1 :=
√

un · vn, vn+1 :=
un + vn

2
.113



(Le nombre réel un+1 est appelé la moyenne géométriqe des nombres réels un et vn et le nombrereél vn+1 est leur moyenne arithmétique).1) Caluler u1 et v1 et les omparer.2)Démontrer que pour tout n ≥ 1 :
un ≤ un+1 ≤ vn+1 ≤ vn.3) Démontrer que (un) et (vn) onvergent, puis que leurs limites sont égales.4) En déduire que (un)n≥1 et (vn)n≥0 sont des suites adjaentes et que leur limite ommune ℓvéri�e : √

a · b ≤ ℓ ≤ a + b

2
.Le nombre réel ℓ est appelée la moyenne arithmétio-géométrique des deux nombres réels a et

b).Exerie 158. (*) Soient a, b > 0 deux nombres réels positifs. On dé�nit par réurrene deuxsuites (xn)n≥0 et yn)n≥0 en posant x0 = a, y0 = b et pour tout n ≥ 0 :
1

xn+1
:=

1

2

(

1

xn
+

1

yn

)

, yn+1 :=
xn + yn

2
.(Le nombre réel xn+1 est appelé la moyenne harmonique des deux nombres réels xn et yn). Onsuppose que a < b.1) Démonter que pour tout n ∈ N,

yn+1 − xn+1 =
(xn − yn)2

2(xn + yn)
.2) Démonter que pour tout n ∈ N,

0 < yn+1 − xn+1 ≤ 1

2
(xn − yn).3) Démontrer que la suite (xn)n∈N est roissante et que la suite (yn)n∈N est déroissante.4) Démontrer que les deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N sont onvergentes et ont la même limite.5) Démontrer que la suite (xn · yn)n∈N est onstante. En déduire la limite des suites (xn)n∈N et

(yn)n∈N.Exerie 159. (**) (R est non dénombrable). Soit I ⊂ R un intervalle non vide et nonréduit à un point, (xn)n≥0 une suite de nombres réels de l'intervalle I.1) En s'inspirant du proédé de dihotomie, démontrer par réurrene sur n ≥ 0 qu'il existe unesuite déroissante de segments [an, bn] ⊂ I telle que pour tout n ≥ 0 on ait x0, · · · , xn+1 /∈ [an, bn]et bn − an ≤ (b0 − a0)/3
n.En déduire qu'il existe un nombre réel c ∈ I tel que xn 6= c pour tout n ≥ 0.2) En raisonnant par l'absurde, démontrer qu'il n'existe pas d'appliation surjetive de N sur Iet en déduire que I n'est pas dénombrable. En partiulier R n'est pas dénombrable.Exerie 160. On �xe un nombre réel a ≥ 0.1) Démontrer que l'on dé�nit une suite de nombres réels positifs (un)n≥0 en posant :

u0 = a , un+1 =
un

1 + un
+ 1, si n ≥ 0.2) Caluler un+1 − un en fontion de un et en déduire que la suite (un)n≥0 est déroissante.3) Démontrer que la suite (un)n≥0 est onvergente et déterminer sa limite ℓ.4) Démontrer que |un+1 − ℓ| ≤ 1

1+ℓ |un − ℓ|.En déduire une majoration de |un+1 − ℓ| en fontion de n et de a.114



Exerie 161. (*) Soit a ∈ R un paramètre réel tel que a > 4.1) Démontrer qu'on peut dé�nir une suite (xn)n≥0 par réurrene en posant x0 = a et
xn+1 =

xn − 6

xn − 4
, n ≥ 0.Que se passe-t-il si a ≤ 4 ?2) Démontrer que l'appliation x 7−→ x−6

x−4 possède deux points �xes α, β ave α < β que l'ondéterminera.3) On suppose que a /∈ {α, β}. On pose :
yn :=

xn − α

xn − β
, n ≥ 0.Caluler yn+1 en fontion de yn et en déduire la limite de (xn)n≥0.Exerie 162. (*) Soit (xn)n≥0 la suite dé�nie par son premier terme x0 6= −1 et la relationde réurrene :

xn+1 =
3xn − 1

xn + 1
, n ≥ 0.1) Démontrer que l'appliation x 7−→ 3x−1

x+1 possède un seul point �xe q ∈ R.2) On suppose que x0 6= q et on pose yn := 1
xn−q pour n ≥ 0. Caluler yn+1 en fontion de yn eten déduire la limite de la suite (yn)n≥0.3) Caluler la limite de la suite (xn)n≥0.Exerie 163. (*) Considérons la suite de Fibonai dé�nie par ses deux premiers termes

u0 = 1, u1 = 1 et la relation de réurrene linéaire d'ordre 2 suivante :
(F ) un+2 = un+1 + un, n ≥ 0.Pour aluler le nombre u21 par exemple, il su�rait à priori de aluler tous les termes u3, u4, . . . , u19et u20, e qui est fastidieux. Il est don naturel de se poser la question de savoir s'il existe uneformule expliite donnant un en fontion de n. C'est l'objet de et exerie.1. Soit q ∈ R∗. Démontrer que la suite géométrique (qn)n∈N véri�e la ondition (F ) si et seule-ment si le nombre réel véri�e l'équation algébrique q2 − q − 1 = 0.2. Trouver les deux valeurs q1 et q2 du paramètre q ∈ R tel que la suite géométriques (qn)n∈Nvéri�e la relation (F ).3. Touver deux onstantes numériques α, β tels que la suite de Fibonai sérive : un = αqn

1 +βqn
2pour tout n ∈ N.4. En déduire la formule suivante donnant les nombres de Fibonai :(5.5) un =

1√
5





(

1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1 −
√

5

2

)n+1


 ,∀n ≥ 0.Observons que par dé�nition les nombres de Fibonai sont des entiers !La suite de Fibonai est en fait une suite stritement roissante d'entiers naturels qui tenddon vers +∞. Cette suite a des propriétés importantes et intervient dans plusieurs domainesdes sienes. 115


