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1 Exemples.

Souvent les séries qui sont étudiées appartiennent au domaine économique et
présentent donc deux caractéristiques universelles : la périodicité, en 1'occurrence
annuelle, et 'existence d’une tendance, a la hausse a la baisse.

Voici quelques exemples péchés sur internet. Sur ces exemple on a d’abord fait
apparaitre la tendance par lissage sur une période ou une fenétre arbitrairement
choisie. On a alors désaisonnalisé empiriquement ce qui laisse un "bruit”. Si ce
bruit ”semble” stationnaire on calcule sa fonction d’autocorrélation empirique et on
constate généralement qu’il présente des dépendances traduites par des corrélations
non nulles.

Le premier exemple est la production mensuelle d’énergie électrique australienne
de janvier 1956 a aott 1995.
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Figure 5. A gauche les données et la tendance, a droite le "bruit” avant ( vert et
croissant) et apres désaisonnalisation (rouge) .

Le deuxiéme exemple, toujours en Australie, est la production de briques (de
construction), les données sont trimestrielles.
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Figure 6 . A gauche les données et la tendance, a droite le ”bruit” avant(vert) et
apres désaisonnalisation (rouge).

Figure 7. La fonction d’autocorrélation apres suppressionde la tendance et du bruit.

Le dernier exemple économique concerne les contrats de bon du Trésor des USA.
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Figure 8. A gauche les données et la tendance, a droite le "bruit” .
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Figure 9. La fonction d’autocorrélation.

Donnons un exemple non économique : le nombre de lynx capturés par des trap-
peurs sur la riviere Mackensie Nord-ouest du Canada pour la période 1821 - 1934,
(Elton and Nicholson, 1942).

On donne la série brute et la série obtenue par passage au log et centrement.
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Figure 8. A gauche les données brutes, a droite apres passage en log et centrement.

Le graphique montre une pseudo-periodicité pluriannuelle due a un modele “proie-
prédateur”.

L’objectif de ce qui suit est de modéliser ce ”bruit” stationnaire a partir de ses
caractéristiques a 'ordre 2 , la modélisation conduisant a la réduction de ce “bruit”
comme transformé (linéaire) d’un véritable “bruit blanc”, c’est a dire une suite sta-
tionnaire de variables décorrélées.

2 Processus stationnaires au second ordre

Nous nous intéressons ici exclusivement aux processus indexés par Z.
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Définition 1 Un processus stationnaire au second ordre est une suite de variables
aléatoires réelles de carré intégrable (X;,i € Z) dont l’espérance est constante et la
covariance entre deuz variables X; et X; ne dépend que de |i —j|. C’est a dire que la
matrice de variance de X;,,...,, X; est la méme que celle de Xo, Xiy—i,, ..., Xi,—i; -
Quelques exemples :

e une suite de v.a. i.i.d

e un processus gaussien de fonction de covariance r(i,7) = I'(|7 — i|).

e un processus du type A; cos(wt) + Agsin(wt), ou A; et Ay sont centrées, de
méme variance et non corrélées. (Dans le cas gaussien c¢’est un cas particulier du cas
précédent).

e on se donne (g;,7 € Z) une suite variables aléatoires non corrélées, alors X; =
g +bigi—1 + ... + byei—4 est un processus stationnaire au second ordre.

e Dans les mémes conditions si (a;,7 € Z) est une suite de carré sommable, et si

(0.9}
(e,i €Z) X; = E are;_p est un processus stationnaire au second ordre.
k=0
Pour ces processus on définit la fonction d’auto-covariance, la fonction d’auto-

corrélation et la fonction d’auto-corrélation partielle.

Définition 2 On appelle fonction d’auto-covariance, k ~ I'(k) = Cov (X, Xiix).
La fonction d’auto-corrélation est k ~ ~y(k) = I'(k)/I'(0). La fonction d’auto-
corrélation partielle p(k), entre Xo et Xy est définie comme le coefficient de X,
dans la régression de Xy sur Xo, ..., Xg_1.

Bien entendu ces quantités ne seront jamais connues mais seulement estimées. De
plus calculer la corrélation partielle ne semble pas tres simple. Il existe cependant un
algorithme (de Durbin) qui permet de le faire récursivement a partir de la fonction
d’auto-corrélation.

Commencons par une autre définition de la corrélation partielle.

Lemme 1 Notons Py 1y le projecteur orthogonal dans L*(Q) survect(X7, ... Xy—1).
L’auto-corrélation partielle p(k) est également le coefficient de corrélation entre
Xo — P e—1yXo et Xy — Py o—1) Xy

Preuve : Cela nous donne 'occasion de faire quelques calculs qui nous seront utiles
par la suite. Par definition de la projection pour £ =1,...,(k —1)

(Xo, Py -1y Xo) = (X¢, Xo).

et donc
(Xk, Pre-1)X0) = (P1,(k—1) Xk, P1,.-1)X0)-
Donc, avec la nouvelle définition du lemme
o Cov (XO — Ply(kfl)Xo, Xk) - Cov (Xg — Pl,(kfl)XO; Xk)
\/V&I'(XO — Pl,(k—l)XO) Var(Xk — Pl,(k—l)Xk) VaI'(XO - Pl,(kfl)XO)

p(k)
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La derniere relation utilise un argument d’inversion du temps. Maintenant utilisons
le changement de variable triangulaire suivant

)?0 =Xy — Pl,(kq)Xo (1)
X=X (2)
...... (3)
Xi1 = Xp1 (4)

Le fait que le changement soit triangulaire implique que lee coefficients de Xy ou
XO dans la régression de X sont égaux. Mais comme X est orthogonal aux autres
régresseurs, son coefficient vaut _
<X ks X0>
Var(X)
Ce qui donne le résultat.
|

Nous allons en déduire un algorithme numérique pour calculer les auto-corrélations
partielles. Introduisons les notations suivantes :

r(0) ra ... (k=2 T(k—1)
r()  T0) . .. T(k—3) T(k—2)
r@)  T() . . . T(k—4) T(k—3)
- Y= . ) .o . ) . est la matrice de
k—2) T(k=3) . . . T(0 (1)
Fk—1) T(k—=2) . . . T r(0)
variance de (Xo, ..., X;)? (entre autres).

— On pose Py —1)(Xi) = omXo + ... + Ou1Xp—1, Ork- drr est la corrélation
partielle recherchée.

Ok = {ppi=1,... k)

Les equations de régression donnent
5,08 =T (5)

On cherche un algorithme récursif pour trouver résoudre le systeme (5). On initialise
I'algorithme par ¢1; = (1) et on considere le passage de 1'étape k a l'étape k + 1.
Nous avons a résoudre le systeme suivant que 1’on écrit “par blocs”

(roen )= (e 10 ) (o).

ou Z est le vecteur {¢p414,1 =1,...,k} . Le systeme correspondant aux k premieres
lignes peut s’écrire
h
' =26 Z + Opr1 1 i
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Compte tenu de la solution a 'ordre k qui s’écrit en reversant le temps

— —
'y =2 Dy
on obtient

&k ‘=
Z =9 Okt1,k+1 P k.

On introduit ce résultat dans la derniere équation du systeme :

L(k+1) = (TR)"Z + T(0) ki1

pour obtenir

(?]QT(I)k
¢k+1,k+l = = —
(Cp)TOF—T

Les valeurs des ¢y41; se déduisent immédiatement de I'equation (6).

Sur les deux avant-derniers exemples cela donne :
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Figure 10. auto-corrélations partielles, a gauche les ”"briques”, a droite le
"trésorUS” .

Apres ces quelques éléments empiriques descriptifs d’'un processus stationnaire

L?, nous allons en donner une représentation dite spectrale, car fondée sur une
décomposition dans la base des fréquences pures (les ).

3 Représentation spectrale.

Pour commencer, notons que la matrice d’auto-covariance ¥, est semie définie

positive, ce qui se traduit par : pour tout k + l-uplet non nul de nombres (prenons
kook

les complexes nous en aurons besoin) : Z Z a;ql’(j—1) > 0.

j=0 1=0
On dit alors que la famille I'(j), 7 € N est semi définie positive et on dispose d’'un
théoreme de représentation de cette famille comme une série de Fourier.
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Théoréme 1 (Herglotz) Une famille (complexe) I'(i),1 € N est semie définie posi-
tive si et seulement si il existe une mesure positive F' sur [—m, | telle que :

I(h) = / e F(d).
La série des T'(h) est donc la série de Fourier de la distribution F(dv). La mesure

F(dv) est la mesure spectrale associée au processus X, et si elle posséde une densité
on parle de densité spectrale.

Remarque : On a Var(X;) = [7 F(dv). Ceci donne une décomposition de la
variance du processus en fonction des fréquences. La mesure F(dv) donne le poids
de la fréquence 27/v dans une possible décomposition (aléatoire) du processus sur
les fréquences. C’est ce que nous allons voir par la suite.

Preuve : Il est clair que la formule proposée définie une famille positive (positif
veut dire pour nous positif ou nul) car :

ZZalah/ W=rr p(dy) / \Zae””ﬁ (dv) >

1=0 h=0
| NN

Réciproquement posons fy(v) = N ZO ZO e eI (r — s). Cette fonction

est positive lorsque la famille I est positive. Nous récrivons fy en posant r—s = m :
N-1
1 A

V)= —— N — |m|De T (m).

v = 5o 30 (N = fml)e ™ T(m)

|m|=0

Figure 11. Le changement de variable m=r-s.

Posons Fy(dv) = fy(v)dv, on a :

" e Fy(dv) = 1 Z (1_|m|)r(m) i e~ =y, (1—|£|)F(h) si |h| < N, (0 sinon.)
2m N N

-7 |m|=0 -7
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Donc en particulier
/ Fx(dv) =TY(0).

Ce qui montre que la masse est conservée et que la suite de mesures Fy(dv) est donc

tendue. On peut donc en extraire une sous-suite Fiy, (dv) qui converge étroitement
m

("en loi”) vers F, qui vérifie alors : / e F(dv) = T'(h). [
—T

Remarque : Une condition immédiate d’existence d’une densité spectrale est la

convergence de la série des auto-covariances, car alors fy converge uniformément (le

vérifier) vers une fonction f continue, positive ou nulle qui est clairement la densité

spectrale. Cela done une formule d’inversion de Fourier :

fr) = 5= 37 ™ Tm) @

meZ

Représentation spectrale

Considérons un processus stationnaire au second ordre (centré), sa mesure spec-
trale F, et construisons une isométrie 7' d’espaces de Hilbert complexes entre H =
vectc(Xy, t € Z),, et L*(F') Vespace des fonctions sur [—m, 7] (& valeurs complexes)
de carré intégrable pour F(dv).

Pour cela on pose T'(X;)(v) = €™ et on prolonge par linéarité sur H, puis par
continuité (uniforme) sur H puisque T est isométrique :

ity

p

17> ;)12 = / yzaj V12 P () / ZZaake ety ()

j=1 j=1 k=1

P P p
= Z Z ajapl'(t; —t) = E|| Z a; X, 2.
k=1

j=1 k=1

L’application T est bien str injective car isométrique, mais aussi surjective car
la famille des {v — €™} est une famille totale de L?(F(dv)). On a donc bien
I’isomorphisme annoncé.

On pose Z = T~'. On définit le processus Z aléatoire sur [—m, 71| par : Z(\) =

Z(L—r)-

Théoreme 2 Le processus Z est un processus de carré intégrable centré et a ac-
s

croissements orthogonaur. On a la représentation de X : X; = / e™ 7 (dv)

Preuve : Pour chaque A, Z()) est bien défini et se trouve dans L?. De plus, A étant
fixé, il existe une suite (Y,,,n € N) dans H qui converge (L?) vers Z()). On en déduit
que E(Z(A) =0et pour —m < A\ < g < Ag < g <7

™

E[(Z (1) = Z(w))(Z(p2) — Z(X2))] = / Tns ) (V) Lng o) (V) F'(dV) = 0,

—T
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E|Z(pm) = Z(M)* = F(m) = Fp2).
Il est alors licite de poser Z(I(y ) = Z(u)—Z(N) = [{' Z(dv), et pour toute fonc-
p

tion étagée g = 37 a;lin, 0, 0 Z(9) = Z ai(Z(N\j11) — Z(N))) = / g(v)Z(dv).
i=1 T

On prolonge alors par densité cette écriture pour toute fonction de L*(F(dv)). L’ap-

plication Z est donc une intégrale stochastique, par rapport a la mesure aléatoire

Z(dv).
Alors en se souvenant que X; = Z(e) on obtient la représentation de X en
intégrale stochastique. |

Remarque : Pour tout couple de fonction (g, h) étagées, puis de L?(F(dv)) par
densité, on a :

B(() stz [ nz@)] = [ owiiFa) = [ [ owRE [z za)

—T - —

ce qui justifie I'écriture : E(Z(dv)Z(d\)) = 0, F (dv).

Quelques exemples :

e une suite stationnaire de v.a. non corrélées (bruit blanc L?) a une densité
spectrale constante.

e X; =U(i), ou U est un processus d’Ornstein-Ulhenbeck de covariance I'(t) =

1 o.¢]
e~" X admet une densité spectrale : f(v) = %(1 -2 ; e *sin kv)

e Soit X; = Ajcosygt + Agsinygt, ou Ay et Ay sont centrées, de méme variance
ey . o2
et non corrélées, correspond a F(dv) = G (d_y, + dyy)-
On peut lire la présence de composantes périodiques sur la représentation spec-
trale, et par voie de conséquence sur la mesure spectrale.

Proposition 1 Si F'(dv) admet un atome \g € (—m, ) alors le processus X s’écrit :
X, = / e Z(dv) + (Z(ho) — Z(A5))e.
[=m7]/{ o}

On a de plus : Var(Z(Xo) — Z(Ny)) = F(Xo) — F(Ng)-

4 Filtrage. Processus ARMA

Un filtre invariant est simplement la donné d’un famille hy qui sont les poids du
filtre, 'opération de filtrage faisant passer de X; processus au second ordre a

Y, = Z hi 1 Xy = Z hi X

k=—00 k=—00

On sait décrire simplement le passage de X a Y en terme de représentation spectrale :
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Théoréme 3 (Filtrage d’un processus au second ordre) Soit Xy un processus sta-
tionnaire au second ordre de mesure spectrale Fx et de représentation spectrale

X; = / e Zx(dv).
[771-777]

Soit h un filtre linéaire dans 1*(Z) (i.e. Z |hi|* < o) alors le processus Y; est

k=—o00
un processus stationnaire au second ordre de représentation spectrale donnée par

Zy(dv) = h(e™™)Zx(dv), ouh(e™™) = > po__ hxe”* (€ L*(Fx(dv)), et de mesure
spectrale Fy (dv) = |h(e™™)|* Fx(dv).
Si h(e™™) est p.s. non nulle on a la formule inverse :

6’Ltll

X :/ e””g(ei”)Zy(dy):/ — 7y (dv).
i (-] P(e™)

Preuve : On a :

N N

S/tN = Z tht—k :/ 6“” Z hke_ikVZX(dl/).

k=—N [

La convergence L?(Fx(dv)) permet de passer a la limite en N (dans L?) et nous
donne la représentation de Y. La définition de I'isomorphisme 7" conduit a la formule
de la mesure spectrale. Bien str Y € Hx. La fonction g(e~*) est bien p.s. définie
et appartient a L*(Fy (dv)) puisque : / lg(e™™)[*|h(e=™)|* Fx(dv) = 1. On écrit

[—7,7]

alors :

X, - /[] 9= )e™) Zy (dv)| = | /H e(1 = g(e™)h(e™) Zx(dv)||  (8)
_ / L= g™ e Exla) = 0. (9)
[ |

L’effet du filtre h est de transformer le mélange des fréquences donnant X en
remplagant la fréquence pure e par h(e=®)e™™, ce qui revient a multiplier I’ampli-
tude par |h(e~"| (amplification atténuation) et & déphaser cette fréquence pure de
Arg(h(e™)).

Il nous est maintenant commode de définir les processus ARMA.

Définition 3 i) Un filtre M A, (moyenne mobile finie) est un filtre h = (1,b1, ba, ..., by).
Un processus M A, est le filtré d’un bruit blanc L* par un filtre M A,,.

ii) Un filtre AR, est Uinverse d’un filtre M A,. Un processus AR, est le filtré
d’un bruit blanc L? par un filtre AR,.
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iii) Un filtre ARMA(p,q) est le composé (commutatif) d’un filtre AR, et d’un
filtre M A,.Un processus ARM A(p,q) est le filtré d’un bruit blanc L* par un filtre
ARMA(p, q). Les formules respectives définissant ces processus sont :

q P P q
X =¢e+ Z brer—i, Xi + Z apX— = €, Xy + Z ap X = € + Z bre—k-
=1 k=1 k=1 =1

Remarque : Un filtre M A, est inversible si et seulement si le polynéme 1+ bz +

.. + byz? n’admet pas de racines de module 1 :

on introduit § 'opérateur retard, défini sur I'espace des suites complexes (uy, k € Z)

par : 6(u) = v,v;, = u—;. Un filtre est une série (convergente comme opérateur
oo

sur [*°(Z)) en 0 : h(0) = thak. L’ensemble de ces séries constitue une algebre
—00
commutative. Les filtres M A, sont les polynomes avec coefficient constant égal a 1.

On a P(0) = [[}_,( — a;0), ol les a; sont les zéros (dans C) de P. Un tel filtre
est inversible si et seulement si tous les filtres I — o;0 le sont, c¢’est-a-dire si tous les
|a;| sont différents de 1. Les inverses sont ”causaux” ou "réalisables” si les |a;| sont

plus grands que 1.

p
Proposition 2 i) La densité spectrale d'un ARM A(p, q) défini par Xt—i—z ap X =
k=1

€ + Z brei_k, ou la variance de € est o2 est :

k=1
0_52 11+ 370 bee ™2
2m |14+ > 8 age V|2

it) Si f continue est la densité spectrale d’un processus réel (symétrie de f) sta-
tionnaire L*, alors pour tout € > 0 il existe un processus M A (filtre fini et inversible),
X., et un processus AR (fini) causal, Y tels que :

sup |f(v) — fx.(v)| <€ et sup [f(v) = fr.(V)| <e.

[—m,m] [—m,m]

fo(v) =

Preuve : Le calcul de la densité spectrale d'un ARM A est immédiat par le théoreme
de filtrage. Le reste est une conséquence directe du résultat suivant :

Théoréme 4 Si f continue est la densité spectrale d’un processus réel (symétrie de

f) stationnaire L? alors pour tout € > 0 il exise un entier q et un polynome réel de
q

degré q , b(z) =1+biz+ ...+ bz = H(l — i) tel que :

j=1 J

()7, f(w)du)|b(e™™)?
2m(1 + b} + .. +02)

—fW)|<e
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Ce théoreme est fondé sur la convergence Césaro uniforme de la série de Fourier
d’un fonction continue et périodique sur [—m, ]. Nous 'admettons faute de temps.
|

L’intérét du résultat que nous venons de facto d’admettre est la densité des
processus ARM A parmi les processus réels a densité spectrale continue. D’ou le fait
de se contenter le plus souvent pour modéliser un processus stationnaire qui semble
"régulier” d’utiliser des ARM A. En effet nous avons vu qu’une singularité dans la
répartition spectrale correspond a la présence d’un partie fréquence pure, qui hor-
mis son amplitude, n’a rien d’aléatoire. Pour confirmation nous avons le théoreme
de Wold. Posons H; = vect( Xy, u < t), H_s = N2_Hs, €t Py la projection ortho-
gonale sur le sous-espace vectoriel U.

Théoreme 5 (Wold) Soit X un processus stationnaire L* alors il admet la décomposition
unique suivante :

X, =U+Vi, U= mZiy,
j=0

avec
i) ho =1 et h est une suite de I?,

ii) Z est un bruit blanc L* de variance 0% = var(X;— Py, _, X;) et tel que Z; € H;.

i) V € H_wo, V est déterministe (V; = Py, Vi p.s.), et Z et V sont orthogo-
nauz.

Preuve : elle repose en réalité sur le théoreme de Pythagore, ce qui nous ramene
quelques années en arriere. On prend treés naturellement 7, = Xy — Py, Xy, h; =
(o)
Mt’g#ij) et V; = Xt - Zh]Zt,J
§=0
Pour cela il faut tout de méme noter que o2 ne dépend pas de t. On le voit en

écrivant que X, 7 < t est une famille totale de H; et que par conséquent il existe
o

une suite dans [? telle que Py, ,X; = Zant—j’ Les a; dépendent a priori de ¢
j=1
mais sont entierement déterminés par les équations de Yule-Walker :

01 ="l - ) =0

J=1

équations qui ne dépendent pas de t.

Ensuite par définition il est clair que les Z; forment un bruit blanc, donc une base
orthogonale de ’espace qu’ils engendrent. D’autre part les Z; sont tous orthogonaux
a H_o. Donc H_ C vect(Z;,t € Z)L. Réciproquement si v € vect(Zy,t € Z)L, on a

1
v € HooNwect(Z;,t € 7Z), donc v appartient a tous les H; (car Hy = vect(Zy, Zs_1, ... 23 ) B+
Hi_x_1) et donc se trouve dans H_,. Par conséquent H,, = vect(Z;,t € Z)D+H_o.
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<Xt7 Zt—j>

5 sont bien indépendants de ¢ par stationnarité

(XoZ) _1X= P X

o2 a? -

Comme V; est orthogonal aux Zs,s < t et évidemment aux Zg,s > ¢t , il
vient vect(V;,t € Z) C H_w. Réciproquement, on voit que H; = vect(Z;,j < t) &+
vect(V;,j < t), par conséquent si Y € H_., comme (Y, Z;) = 0 pour tout ¢, on a
Y € vect(V;, j < t) ce qui permet d’affirmer que H_o, C vect(V;,t € Z). Ceci montre
que V est déterministe puisqu’il est équivalent de dire qu’il est dans H_ ..

Reste I'unicité. Pour cela on observe que tout processus Z vérifiant les propriétés
indiquées vérifie Z; orthogonal a H;_ ;. En utilisant alors 1’expression de X; et en
projetant sur H;_1 on obtient Z; = X; — Py, , X;, par produit scalaire on obtient

Il est clair que les h; =
o

(méme méthode que pour les a;). On a bien hy =

[e.e]
I'expression de h;, puis V; = X; — Z hjZ;_;. Ce qui montre bien 'unicité presque
j=1
stire. [
Remarque : on dit que Z est I'innovation du processus X.

o0
On définit le processus U; = Zhth,j. On dit que U est la partie réguliere
j=1
de X et V la partie singuliere. Si V' = 0, X est dit régulier. On a le théoreme de
décomposition suivant conséquence du précédent :

Théoreme 6 La mesure spectrale de X, Fx, admet la décomposition : Fx = Fy +
Fv, ou Fy est la mesure spectrale de U et est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesque et Fy est la mesure spectrale de V' et est étrangere a la mesure
de Lebesgue. On obtinet donc la décomposition de Lebesgue de la mesure spectrale.

Preuve tres partielle : par orthogonalité F'y = Fyy + Fy. La densité spectrale de
U t O.2|h(671)\)|2
est ————

0
partie absolument continue. Nous ’admettons. [ |

. En ce qui concerne Fy, il faut démontrer qu’elle n’admet pas de

5 Estimation.

5.1 Estimation des parametres au second ordre .

Nous commencons par un résultat qui apparait comme élémentaire et qui pour-
tant nécessite déja un outillage non négligeable.

Dans toute la suite nous supposons que le processus stationnaire au second ordre
qui nous intéresse s’écrit (il est régulier) :

Xy =p+ Z PjEt—j

ol € est un bruit blanc 4.i.d. centré de variance o2, ¢ un filtre linéaire de ' (som-
mable) (il est donc dans ? )et de somme non nulle.
Le premier résultat (illustratif) est le suivant :
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Théoréme 7 (Normalité asymptotique de la moyenne empirique!)

Soit X, = M alors :
n
\/E<Xn - ,u) — N(O,’U), ou v = (Z ij)Q = ZF(])

La preuve (comme toute celles qui suivront) consiste a démontrer le résultat pour
un filtre a portée finie puis a I’étendre au cas d’'un filtre quelconque. Cela repose sur
le lemme général suivant :

Lemme 2 soit (U,,n € N) et (V,n € Nk € N), des suites de vecteurs aléatoires
vérifiant :

a)pour tout k Vo =00 Vi,

b) Vi = k- V,

¢)Vn >0, lim limsup P(||U, — V| >n) =0.

k—oo pn—oo

Alors U,, converge en loi vers V quand n tend vers l’infini.

Preuve : On note ¢ la fonction caractéristique d’une v.a. Z. Alors :

[Pv, — dv] < |ou, — Pv, | + v, — dvil + [ov, — dvl.

Quand n et puis £ tendent vers l'infini dans cet ordre, les deux derniers termes du
second membre tendent vers 0 par a) et b). La condition ¢) permet de montrer que
le premier terme tend aussi vers 0. [
Preuve du théoreme :

Supposons pour l'instant le filtre ¢ de portée m finie , i.e. ¢; = 0 pour |j| > m.
Sans perte de généralité nous supposons aussi par commodité pu = 0.

Soit X7 + --- + X/, un calcul tres rapide montre que que sa variance vaut

Ry := (T(0) + 2(0 — DI(L) + ... + 2I(0)
Soit maintenant k& > 2m et r = [7], posons :

(X1 + o+ Xi—om) + (Xpgr + oo+ Xog—om) + o+ (Xp—i)pgr + oo+ Xprom)
vn '

Les r termes de cette somme étant indépendants, par le théoreme de la limite

. R _om
centrale Vy,;, converge en loi, quand n — oo vers une A/ (0, =2=). Comme

Vnk =

Ry,

;m — Z ['(j) quand k — oo,

l7]<m

il reste a vérifier ici '’hypothese ¢) du lemme. Mais :

VnXn = Vo = i 7
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C’est une somme de r termes indépendants, de variance

(7“ - 1)R2m + Rnfk[%]Jer

n

5 Rom, .. . L, _
On a donc limsup Var(yv/nX,, — Vo) = % L’inégalité de Bienaimé-Tchébitcheff

n—oo

nous donne ¢) et nous permet d’appliquer le lemme.

Pour finir, une seconde application du lemme nous fait passer du cas a portée
finie au cas général : on pose

Voo 2ot 2l Pifte
nm \/ﬁ .
Nous venons de voir que V,,,, converge en loi vers V,, ~ N (0,02(3""  ¢;)?) quand

n — o00. De plus, quand m — oo V;,, converge en loi vers une variable N'(0, c2(3°™_ ¢;)?).
Enfin :

Var(vnX, — Vam) = n x Var(

)
- % Z (n = k) Z iy Bejejn — (Z w;) a2 (10)

Dt 2ofjism PiEt—j
n

0<|k|<n—1 l71>m, |5’ |>m li|>m
On a donc )
lim limsup Var(v/nX, — Vi) = 0,
m—o0  p—oo
ce qui conclut via 'inégalité de Bienaimé-Tchébitcheft . |

Nous passons maintenant aux résultats plus sérieux concernant ’estimation des
auto-covariances et auto-corrélations. Nous avons le théoreme :

Théoréme 8 (Normalité asymptotique des auto-covariances et auto-corrélations
empiriques) Soit

S (X = Xo) (Xiwn — Xn)

=1

(h) =

et

Posons T, = (L(0), ..., L(h)T et A = (F(1), ..., 7(h))~.
Alors si € admet un moment d’ordre 4 : Ee} = kol,
i) vVn(Tn — T1) = N(0,V4,), ou lélément p,q de Vi, vaut

VP = (k= 3)T(p)T(q) + Y T(k)T(k+p—q) +T(k+qT(k—p).

k=—o0
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i) n(Fn — n) = N(0,W,,), ot Uélément p,q de W), vaut

o0

Wit =" y(k+p)y(k+q) + vk —p)y(k+q)

k=—00

+ 2(v() (@) (k) = v()v(k)y(k + q) — (@) y(k)y(k + p)).

Preuve : On commence par le passage de ¢) a ii). Pour cela il suffit d’appliquer la
o-méthode en écrivant que 7, = g(I'n), o g(zo, 21, ...,xp) = (£, ..., 3). Par suite

il est connu que 7, est asymptotiquement normal centré sur v, et de matrice de
covariance DV, DT, ott D est la matrice du gradient de g,

—y(1) 10 . .0

1 —(2) 0 1 0
0

—y(h) 0 . . 0 1

Le résultat annoncé en découle immédiatement.

Reste le cas des auto-covariances. Le processus est long en voici les étapes :

T XX
= iz XeXeen —~% (non calcu-

— En supposant le processus centré, considérer I'*(h)
lable).

— Montrer le résultat pour I'; dans le cas d'un filtre a portée finie m, auquel cas
le processus vectoriel Y; := (X2, X; Xyi1, ..., Xi Xen)T est 2m + h dépendant.
On applique alors le lemme a toute combinaison linéaire des éléments de Y;.

— Passer du cas fini au cas général. C’est encore une application du lemme.

— Passer de I} a I';,. On remarque que :

;;h Xi—n ?z_lh Xi (n— h)Xn Z?:n—hﬂ Xy Xy
+ + )+
n n n NLD

Le second terme tend presque stirement vers 0. Le premier terme s’écrit /n.X,, x
P,, et on voit sans difficulté (toujours dans le cas u = 0) que P, converge p.s.
vers 0. Par conséquent I’ensemble converge en probabilité vers 0.
— il reste a passer de = 0 au cas d'une espérance quelconque, ce qui est tres
facile.
Les étapes 2 et 3 nécessitent quelques calculs (en particulier celui de Cov (I'*(p), 7 *
(q))), mais reposent sur les mémes techniques que la normalité asymptotique de la
moyenne empirique. [

\/ﬁ(rz_fh) = \/ﬁXn<

5.2 Spectrogramme

X1,..., X, représente les observations, le plus souvent réelles, mais que 1’on
considérera comme appartenant a C". On rappelle que si (a;); est une suite de n
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complexes, sa transformée de Fourier discrete DFT est la suite (bg), appartenant a
C™ définie par

n

0
b, = Zaj exp <Z ij>, k=1,..,n.

Jj=l

Il est bien connu qu’il existe un algorithme rapide, ’algorithme FF'T pour effectuer
ce calcul qui est un approximation de la transformée de Fourier continue.

Soit donc (by)x la DFT de Xj, ..., X, alors, dans un premier temps le spectro-
gramme est défini aux fréquences de Fourrier wy := 27k/n par

1
[n(u)k) = ﬁ’bk,Q

En fait on n’a besoin des valeurs de [,,(wx) que pourk tel que wy €] — 7, [ mais
en fait la formule se prolonge a tout k par périodicité. De cette relation on déduit
immédiatement que

IX1° = Ln(ws)
k=1

ce qui donne une sorte “d’analyse de la variance” de la série en fonction des fréquences.

Dans un second temps le spectrogramme est prolongé en un fonction périodique
de période 27 “au plus proche voisin” c’est a dire que I, (w) = I,,(w;) ou w; est la
fréquence de Fourier la plus proche.

Convergence du spectrogramme

On suppose dans cette partie que la série X1, ..., X, ... est centrée et que la suite
des covariances est absolument sommable. Nous avons déja vu que cela implique que
X admet une densité spectrale f continue qui est donné par

flw) = % > T(k)e .
On a

et plus généralement pour wy # 0
I,(wy) = 1 [ S f(j)ez'jwk]
" n
li|<n
Un estimateur naturel de la densité spectrale est donc %In (w)

Proposition 3 Sous les hypothéses ci-dessus, E(I,(w)) — 27 f(w) uniformément
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Preuve : On prend l'espérance dans la formule ci dessus, pour wy fréquence de
Fourier 3
E(L(wr) = Y (1 = [jl/m)0(5)e".
l7]<n

Si maintenant w est quelconque, n tend vers 'infini et wy, ,, est la fréquence de Fourier
la plus proche (qui dépend de n)

E(In(w) = 2 f(w) < | Y (ll/m)T ()] + 27| f(w) = f(wrn)l-

l7]<n

La convergence dominée montre que le premier terme tend vers zero, La continuité
de f permet de regler le cas du second. |



