
Séries chronologiques
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1 Exemples.

Souvent les séries qui sont étudiées appartiennent au domaine économique et
présentent donc deux caractéristiques universelles : la périodicité, en l’occurrence
annuelle, et l’existence d’une tendance, à la hausse à la baisse.

Voici quelques exemples pêchés sur internet. Sur ces exemple on a d’abord fait
apparâıtre la tendance par lissage sur une période ou une fenêtre arbitrairement
choisie. On a alors désaisonnalisé empiriquement ce qui laisse un ”bruit”. Si ce
bruit ”semble” stationnaire on calcule sa fonction d’autocorrélation empirique et on
constate généralement qu’il présente des dépendances traduites par des corrélations
non nulles.

Le premier exemple est la production mensuelle d’énergie électrique australienne
de janvier 1956 à août 1995.
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Figure 5. A gauche les données et la tendance, à droite le ”bruit” avant ( vert et
croissant) et après désaisonnalisation (rouge) .

Le deuxième exemple, toujours en Australie, est la production de briques (de
construction), les données sont trimestrielles.
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Figure 6 . A gauche les données et la tendance, à droite le ”bruit” avant(vert) et
après désaisonnalisation (rouge).
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Figure 7. La fonction d’autocorrélation après suppressionde la tendance et du bruit.

Le dernier exemple économique concerne les contrats de bon du Trésor des USA.
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Figure 8. A gauche les données et la tendance, à droite le ”bruit” .
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Figure 9. La fonction d’autocorrélation.

Donnons un exemple non économique : le nombre de lynx capturés par des trap-
peurs sur la rivière Mackensie Nord-ouest du Canada pour la période 1821 - 1934,
(Elton and Nicholson, 1942).

On donne la série brute et la série obtenue par passage au log et centrement.
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Figure 8. A gauche les données brutes, à droite apres passage en log et centrement.

Le graphique montre une pseudo-periodicité pluriannuelle due à un modèle “proie-
prédateur”.

L’objectif de ce qui suit est de modéliser ce ”bruit” stationnaire à partir de ses
caractéristiques à l’ordre 2 , la modélisation conduisant à la réduction de ce“bruit”
comme transformé (linéaire) d’un véritable “bruit blanc”, c’est à dire une suite sta-
tionnaire de variables décorrélées.

2 Processus stationnaires au second ordre

Nous nous intéressons ici exclusivement aux processus indexés par Z.
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Définition 1 Un processus stationnaire au second ordre est une suite de variables
aléatoires réelles de carré intégrable (Xi, i ∈ Z) dont l’espérance est constante et la
covariance entre deux variables Xi et Xj ne dépend que de |i−j|. C’est à dire que la
matrice de variance de Xi1 , ..., , Xip est la même que celle de X0, Xi2−i1 , ..., Xip−i1.

Quelques exemples :
• une suite de v.a. i.i.d
• un processus gaussien de fonction de covariance r(i, j) = Γ(|j − i|).
• un processus du type A1 cos(ωt) + A2 sin(ωt), où A1 et A2 sont centrées, de

même variance et non corrélées. (Dans le cas gaussien c’est un cas particulier du cas
précédent).

• on se donne (εi, i ∈ Z) une suite variables aléatoires non corrélées, alors Xi =
εi + b1εi−1 + ... + bqεi−q est un processus stationnaire au second ordre.

• Dans les mêmes conditions si (ai, i ∈ Z) est une suite de carré sommable, et si

(εi, i ∈ Z) Xi =
∞∑

k=0

akεi−k est un processus stationnaire au second ordre.

Pour ces processus on définit la fonction d’auto-covariance, la fonction d’auto-
corrélation et la fonction d’auto-corrélation partielle.

Définition 2 On appelle fonction d’auto-covariance, k ; Γ(k) = Cov (Xi, Xi+k).
La fonction d’auto-corrélation est k ; γ(k) = Γ(k)/Γ(0). La fonction d’auto-
corrélation partielle ρ(k), entre X0 et Xk est définie comme le coefficient de X0

dans la régression de Xk sur X0, . . . , Xk−1.

Bien entendu ces quantités ne seront jamais connues mais seulement estimées. De
plus calculer la corrélation partielle ne semble pas très simple. Il existe cependant un
algorithme (de Durbin) qui permet de le faire récursivement à partir de la fonction
d’auto-corrélation.

Commençons par une autre définition de la corrélation partielle.

Lemme 1 Notons P1,(k−1) le projecteur orthogonal dans L2(Ω) sur vect(X1, ...Xk−1).
L’auto-corrélation partielle ρ(k) est également le coefficient de corrélation entre
X0 − P1,(k−1)X0 et Xk − P1,(k−1)Xk.

Preuve : Cela nous donne l’occasion de faire quelques calculs qui nous seront utiles
par la suite. Par definition de la projection pour ` = 1, . . . , (k − 1)

〈X`, P1,(k−1)X0〉 = 〈X`, X0〉.

et donc
〈Xk, P1,(k−1)X0〉 = 〈P1,(k−1)Xk, P1,(k−1)X0〉.

Donc, avec la nouvelle définition du lemme

ρ(k) =
Cov

(
X0 − P1,(k−1)X0, Xk

)
√

Var(X0 − P1,(k−1)X0) Var(Xk − P1,(k−1)Xk)
=

Cov
(
X0 − P1,(k−1)X0, Xk

)

Var(X0 − P1,(k−1)X0)
.
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La dernière relation utilise un argument d’inversion du temps. Maintenant utilisons
le changement de variable triangulaire suivant

X̃0 := X0 − P1,(k−1)X0 (1)

X̃1 := X1 (2)

...... (3)

X̃k−1 := Xk−1. (4)

Le fait que le changement soit triangulaire implique que lee coefficients de X0 ou
X̃0 dans la régression de Xk sont égaux. Mais comme X̃0 est orthogonal aux autres
régresseurs, son coefficient vaut

〈Xk, X̃0〉
Var(X̃0)

Ce qui donne le résultat.

Nous allons en déduire un algorithme numérique pour calculer les auto-corrélations
partielles. Introduisons les notations suivantes :

– Σk =




Γ(0) Γ(1) . . . Γ(k − 2) Γ(k − 1)
Γ(1) Γ(0) . . . Γ(k − 3) Γ(k − 2)
Γ(2) Γ(1) . . . Γ(k − 4) Γ(k − 3)

. . . . . . .

Γ(k − 2) Γ(k − 3) . . . Γ(0) Γ(1)
Γ(k − 1) Γ(k − 2) . . . Γ(1) Γ(0)




. est la matrice de

variance de (X0, . . . , Xk)
T (entre autres).

– Γk = (Γ(1), . . . , Γ(k))T

–
←−
Γ k = (Γ(k), . . . , Γ(1))T

– On pose P0,(k−1)(Xk) = φkkX0 + ... + φk1Xk−1, φkk. φkk est la corrélation
partielle recherchée.

– Φk =
{
φk,i, i = 1, . . . , k

}

Les equations de régression donnent

ΣkΦ
k = Γk (5)

On cherche un algorithme récursif pour trouver résoudre le système (5). On initialise
l’algorithme par φ11 = γ(1) et on considère le passage de l’étape k à l’étape k + 1.
Nous avons a résoudre le système suivant que l’on écrit “par blocs” :

(
Γk

Γ(k + 1)

)
=

(
Σk |←−γ k

(←−γ k)
T |Γ(0)

)(
Z

φk+1,k+1

)
,

où Z est le vecteur {φk+1,i, 1 = 1, . . . , k} . Le système correspondant aux k premières
lignes peut s’écrire

Γk = ΣkZ + φk+1,k+1
←−
Γ k
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Compte tenu de la solution à l’ordre k qui s’écrit en reversant le temps

←−
Γ k = Σk

←−
Φ k

on obtient
Z = Φk − φk+1,k+1

←−
Φ k. (6)

On introduit ce résultat dans la dernière équation du système :

Γ(k + 1) = (
←−
Γ k)

T Z + Γ(0)φk+1,k+1

pour obtenir

φk+1,k+1 =
(
←−
Γ k)

T Φk

(
←−
Γ k)T

←−
Φ k − Γ0

Les valeurs des φk+1j se déduisent immédiatement de l’equation (6).

Sur les deux avant-derniers exemples cela donne :
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Figure 10. auto-corrélations partielles, à gauche les ”briques”, à droite le
”trésorUS” .

Après ces quelques éléments empiriques descriptifs d’un processus stationnaire
L2, nous allons en donner une représentation dite spectrale, car fondée sur une
décomposition dans la base des fréquences pures (les eitν).

3 Représentation spectrale.

Pour commencer, notons que la matrice d’auto-covariance Σk est semie définie
positive, ce qui se traduit par : pour tout k + 1-uplet non nul de nombres (prenons

les complexes nous en aurons besoin) :
k∑

j=0

k∑

l=0

aj ālΓ(j − l) ≥ 0.

On dit alors que la famille Γ(j), j ∈ N est semi définie positive et on dispose d’un
théorème de représentation de cette famille comme une série de Fourier.
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Théorème 1 (Herglotz) Une famille (complexe) Γ(i), i ∈ N est semie définie posi-
tive si et seulement si il existe une mesure positive F sur [−π, π] telle que :

Γ(h) =

∫ π

−π

eihνF (dν).

La série des Γ(h) est donc la série de Fourier de la distribution F (dν). La mesure
F (dν) est la mesure spectrale associée au processus X, et si elle possède une densité
on parle de densité spectrale.

Remarque : On a Var(Xt) =
∫ π

−π
F (dν). Ceci donne une décomposition de la

variance du processus en fonction des fréquences. La mesure F (dν) donne le poids
de la fréquence 2π/ν dans une possible décomposition (aléatoire) du processus sur
les fréquences. C’est ce que nous allons voir par la suite.
Preuve : Il est clair que la formule proposée définie une famille positive (positif
veut dire pour nous positif ou nul) car :

p∑

l=0

p∑

h=0

alāh

∫ π

−π

ei(l−h)νF (dν) =

∫ π

−π

|
p∑

l=0

ale
ilν |2F (dν) ≥ 0.

Réciproquement posons fN(ν) =
1

2πN

N∑
r=0

N∑
s=0

e−irνeisνΓ(r − s). Cette fonction

est positive lorsque la famille Γ est positive. Nous récrivons fN en posant r−s = m :

fN(ν) =
1

2πN

N−1∑

|m|=0

(N − |m|)e−imνΓ(m).
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Figure 11. Le changement de variable m=r-s.

Posons FN(dν) = fN(ν)dν, on a :

∫ π

−π

eihνFN(dν) =
1

2π

N∑

|m|=0

(1−|m
N
|)Γ(m)

∫ π

−π

e−i(h−m)νdν = (1−| h
N
|)Γ(h) si |h| < N, (0 sinon.)
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Donc en particulier ∫ π

−π

FN(dν) = Γ(0).

Ce qui montre que la masse est conservée et que la suite de mesures FN(dν) est donc
tendue. On peut donc en extraire une sous-suite FNk

(dν) qui converge étroitement

(”en loi”) vers F , qui vérifie alors :

∫ π

−π

eihνF (dν) = Γ(h).

Remarque : Une condition immédiate d’existence d’une densité spectrale est la
convergence de la série des auto-covariances, car alors fN converge uniformément (le
vérifier) vers une fonction f continue, positive ou nulle qui est clairement la densité
spectrale. Cela done une formule d’inversion de Fourier :

f(ν) =
1

2π

∑

m∈Z
eimνΓ(m) (7)

Représentation spectrale

Considérons un processus stationnaire au second ordre (centré), sa mesure spec-
trale F , et construisons une isométrie T d’espaces de Hilbert complexes entre H̄ =
vectC(Xt, t ∈ Z)L2 et L2(F ) l’espace des fonctions sur [−π, π] (à valeurs complexes)
de carré intégrable pour F (dν).

Pour cela on pose T (Xt)(ν) = eitν et on prolonge par linéarité sur H, puis par
continuité (uniforme) sur H̄ puisque T est isométrique :

‖T (

p∑
j=1

ajXtj)‖2 =

∫ π

−π

|
p∑

j=1

aje
itjν |2F (dν) =

∫ π

−π

p∑
j=1

p∑

k=1

aj āke
itjνe−itkνF (dν)

=

p∑
j=1

p∑

k=1

aj ākΓ(tj − tk) = E‖
p∑

k=1

ajXtj‖2.

L’application T est bien sûr injective car isométrique, mais aussi surjective car
la famille des {ν −→ eitν} est une famille totale de L2(F (dν)). On a donc bien
l’isomorphisme annoncé.

On pose I = T−1. On définit le processus Z aléatoire sur [−π, π] par : Z(λ) =
I(I(−π,λ]).

Théorème 2 Le processus Z est un processus de carré intégrable centré et à ac-

croissements orthogonaux. On a la représentation de X : Xt =

∫ π

−π

eitνZ(dν)

Preuve : Pour chaque λ, Z(λ) est bien défini et se trouve dans L2. De plus, λ étant
fixé, il existe une suite (Yn, n ∈ N) dans H qui converge (L2) vers Z(λ). On en déduit
que E(Z(λ)) = 0 et pour −π ≤ λ1 ≤ µ1 < λ2 ≤ µ2 ≤ π :

E
[
(Z(µ1)− Z(λ1))(Z(µ2)− Z(λ2))

]
=

∫ π

−π

I(λ1,µ1](ν)I(λ2,µ2](ν)F (dν) = 0,
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E|Z(µ1)− Z(λ1)|2 = F (µ1)− F (µ2).

Il est alors licite de poser I(I(λ,µ]) = Z(µ)−Z(λ) =
∫ µ

λ
Z(dν), et pour toute fonc-

tion étagée g =
∑p

i=1 ajI(λj ,λj+1] : I(g) =

p∑
i=1

aj(Z(λj+1)− Z(λj)) =

∫ π

−π

g(ν)Z(dν).

On prolonge alors par densité cette écriture pour toute fonction de L2(F (dν)). L’ap-
plication I est donc une intégrale stochastique, par rapport à la mesure aléatoire
Z(dν).

Alors en se souvenant que Xt = I(eit.) on obtient la représentation de X en
intégrale stochastique.

Remarque : Pour tout couple de fonction (g, h) étagées, puis de L2(F (dν)) par
densité, on a :

E
(
(

∫ π

−π

g(ν)Z(dν)

∫ π

−π

h(ν)Z(dν))
]

=

∫ π

−π

g(ν)h(ν)F (dν) =

∫ π

−π

∫ π

−π

g(ν)h(λ)E
[
Z(dν)Z(dλ)

]
,

ce qui justifie l’écriture : E(Z(dν)Z(dλ)) = δλνF (dν).

Quelques exemples :
• une suite stationnaire de v.a. non corrélées (bruit blanc L2) a une densité

spectrale constante.
• Xi = U(i), où U est un processus d’Ornstein-Ulhenbeck de covariance Γ(t) =

e−t X admet une densité spectrale : f(ν) =
1

2π
(1− 2

∞∑

k=1

e−k sin kν)

• Soit Xt = A1 cos ν0t + A2 sin ν0t, où A1 et A2 sont centrées, de même variance
et non corrélées, correspond à F (dν) = σ2

2
(δ−ν0 + δν0).

On peut lire la présence de composantes périodiques sur la représentation spec-
trale, et par voie de conséquence sur la mesure spectrale.

Proposition 1 Si F (dν) admet un atome λ0 ∈ (−π, π) alors le processus X s’écrit :

Xt =

∫

[−π,π]/{λ0}
eitνZ(dν) + (Z(λ0)− Z(λ−0 ))eitλ0 .

On a de plus : Var(Z(λ0)− Z(λ−0 )) = F (λ0)− F (λ−0 ).

4 Filtrage. Processus ARMA

Un filtre invariant est simplement la donné d’un famille hk qui sont les poids du
filtre, l’opération de filtrage faisant passer de Xt processus au second ordre à

Yt =
∞∑

k=−∞
ht−kXk =

∞∑

k=−∞
hkXt−k.

On sait décrire simplement le passage de X à Y en terme de représentation spectrale :
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Théorème 3 (Filtrage d’un processus au second ordre) Soit Xt un processus sta-
tionnaire au second ordre de mesure spectrale FX et de représentation spectrale

Xt =

∫

[−π,π]

eitνZX(dν).

Soit h un filtre linéaire dans l2(Z) (i.e.
∞∑

k=−∞
|hk|2 < ∞) alors le processus Yt est

un processus stationnaire au second ordre de représentation spectrale donnée par
ZY (dν) = h(e−iν)ZX(dν), où h(e−iν) =

∑∞
k=−∞ hke

−ikν (∈ L2(FX(dν)), et de mesure
spectrale FY (dν) = |h(e−iν)|2FX(dν).

Si h(e−iν) est p.s. non nulle on a la formule inverse :

Xt =

∫

[−π,π]

eitνg(e−iν)ZY (dν) =

∫

[−π,π]

eitν

h(e−iν)
ZY (dν).

Preuve : On a :

Y N
t =

N∑

k=−N

hkXt−k =

∫

[−π,π]

eitν

N∑

k=−N

hke
−ikνZX(dν).

La convergence L2(FX(dν)) permet de passer à la limite en N (dans L2) et nous
donne la représentation de Y . La définition de l’isomorphisme T conduit à la formule
de la mesure spectrale. Bien sûr Y ∈ H̄X . La fonction g(e−iν) est bien p.s. définie

et appartient à L2(FY (dν)) puisque :

∫

[−π,π]

|g(e−iν)|2|h(e−iν)|2FX(dν) = 1. On écrit

alors :

‖Xt −
∫

[−π,π]

g(e−iν)eitν)ZY (dν)‖ = ‖
∫

[−π,π]

eitν(1− g(e−iν)h(e−iν))ZX(dν)‖ (8)

=

∫

[−π,π]

|1− g(e−iν)h(e−iν)|2FX(dν) = 0. (9)

L’effet du filtre h est de transformer le mélange des fréquences donnant X en
remplaçant la fréquence pure eitν par h(e−iν)eitν , ce qui revient à multiplier l’ampli-
tude par |h(e−iν | (amplification atténuation) et à déphaser cette fréquence pure de
Arg(h(e−iν)).

Il nous est maintenant commode de définir les processus ARMA.

Définition 3 i) Un filtre MAq (moyenne mobile finie) est un filtre h = (1, b1, b2, ..., bq).
Un processus MAq est le filtré d’un bruit blanc L2 par un filtre MAq.

ii) Un filtre ARp est l’inverse d’un filtre MAp. Un processus ARp est le filtré
d’un bruit blanc L2 par un filtre ARp.
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iii) Un filtre ARMA(p, q) est le composé (commutatif) d’un filtre ARp et d’un
filtre MAq.Un processus ARMA(p, q) est le filtré d’un bruit blanc L2 par un filtre
ARMA(p, q). Les formules respectives définissant ces processus sont :

Xt = εt +

q∑

k=1

bkεt−k, Xt +

p∑

k=1

akXt−k = εt, Xt +

p∑

k=1

akXt−k = εt +

q∑

k=1

bkεt−k.

Remarque : Un filtre MAq est inversible si et seulement si le polynôme 1 + b1x +
... + bqx

q n’admet pas de racines de module 1 :
on introduit θ l’opérateur retard, défini sur l’espace des suites complexes (uk, k ∈ Z)
par : θ(u) = v, vk = uk−1. Un filtre est une série (convergente comme opérateur

sur l∞(Z)) en θ : h(θ) =
∞∑
−∞

hkθ
k. L’ensemble de ces séries constitue une algèbre

commutative. Les filtres MAq sont les polynômes avec coefficient constant égal à 1.
On a P (θ) =

∏q
j=1(I − αjθ), où les αj sont les zéros (dans C) de P . Un tel filtre

est inversible si et seulement si tous les filtres I −αjθ le sont, c’est-à-dire si tous les
|αj| sont différents de 1. Les inverses sont ”causaux” ou ”réalisables” si les |αj| sont
plus grands que 1.

Proposition 2 i) La densité spectrale d’un ARMA(p, q) défini par Xt+

p∑

k=1

akXt−k =

εt +

q∑

k=1

bkεt−k où la variance de ε est σ2
ε est :

fx(ν) =
σ2

ε

2π

|1 +
∑q

k=1 bke
−ikν |2

|1 +
∑p

k=1 ake−ikν |2 .

ii) Si f continue est la densité spectrale d’un processus réel (symétrie de f) sta-
tionnaire L2, alors pour tout ε > 0 il existe un processus MA (filtre fini et inversible),
Xε, et un processus AR (fini) causal, Yε tels que :

sup
[−π,π]

|f(ν)− fXε(ν)| ≤ ε et sup
[−π,π]

|f(ν)− fYε(ν)| ≤ ε.

Preuve : Le calcul de la densité spectrale d’un ARMA est immédiat par le théorème
de filtrage. Le reste est une conséquence directe du résultat suivant :

Théorème 4 Si f continue est la densité spectrale d’un processus réel (symétrie de
f) stationnaire L2 alors pour tout ε > 0 il exise un entier q et un polynôme réel de

degré q , b(z) = 1 + b1z + ... + bqz =

q∏
j=1

(1− z

βj

) tel que :

∣∣∣∣∣
(
∫ π

−π
f(u)du)|b(e−iν)|2

2π(1 + b2
1 + .. + b2

q)
− f(ν)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
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Ce théorème est fondé sur la convergence Césaro uniforme de la série de Fourier
d’un fonction continue et périodique sur [−π, π]. Nous l’admettons faute de temps.

L’intérêt du résultat que nous venons de facto d’admettre est la densité des
processus ARMA parmi les processus réels à densité spectrale continue. D’où le fait
de se contenter le plus souvent pour modéliser un processus stationnaire qui semble
”régulier” d’utiliser des ARMA. En effet nous avons vu qu’une singularité dans la
répartition spectrale correspond à la présence d’un partie fréquence pure, qui hor-
mis son amplitude, n’a rien d’aléatoire. Pour confirmation nous avons le théorème
de Wold. Posons Ht = vect(Xu, u ≤ t), H−∞ = ∩∞t=−∞Ht, et PU la projection ortho-
gonale sur le sous-espace vectoriel U .

Théorème 5 (Wold) Soit X un processus stationnaire L2 alors il admet la décomposition
unique suivante :

Xt = Ut + Vt, Ut =
∞∑

j=0

hkZt−k,

avec
i) h0 = 1 et h est une suite de l2,

ii) Z est un bruit blanc L2 de variance σ2 = var(Xt−PHt−1Xt) et tel que Zt ∈ Ht.

iii) V ∈ H−∞, V est déterministe (Vt = PHt−1Vt p.s.), et Z et V sont orthogo-
naux.

Preuve : elle repose en réalité sur le théorème de Pythagore, ce qui nous ramène
quelques années en arrière. On prend très naturellement Zt = Xt − PHt−1Xt, hj =

〈Xt,Zt−j〉
σ2 et Vt = Xt −

∞∑
j=0

hjZt−j.

Pour cela il faut tout de même noter que σ2 ne dépend pas de t. On le voit en
écrivant que Xj, j ≤ t est une famille totale de Ht et que par conséquent il existe

une suite dans l2 telle que PHt−1Xt =
∞∑

j=1

ajXt−j. Les aj dépendent a priori de t

mais sont entièrement déterminés par les équations de Yule-Walker :

Γ(l)−
∞∑

j=1

ajΓ(l − j) = 0,

équations qui ne dépendent pas de t.
Ensuite par définition il est clair que les Zt forment un bruit blanc, donc une base

orthogonale de l’espace qu’ils engendrent. D’autre part les Zt sont tous orthogonaux

à H−∞. Donc H−∞ ⊂ vect(Zt, t ∈ Z)
⊥
. Réciproquement si v ∈ vect(Zt, t ∈ Z)

⊥
, on a

v ∈ H∞∩vect(Zt, t ∈ Z)
⊥
, donc v appartient à tous lesHt (carHt = vect(Zt, Zt−1, ...Zt−k)⊕⊥

Ht−k−1) et donc se trouve dans H−∞. Par conséquentH∞ = vect(Zt, t ∈ Z)⊕⊥H−∞.
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Il est clair que les hj =
〈Xt, Zt−j〉

σ2
sont bien indépendants de t par stationnarité

(même méthode que pour les aj). On a bien h0 =
〈Xt, Zt〉

σ2
=
‖Xt − PHt−1Xt‖2

σ2
= 1.

Comme Vt est orthogonal aux Zs, s ≤ t et évidemment aux Zs, s > t , il
vient vect(Vt, t ∈ Z) ⊂ H−∞. Réciproquement, on voit que Ht = vect(Zj, j ≤ t)⊕⊥
vect(Vj, j ≤ t), par conséquent si Y ∈ H−∞, comme 〈Y, Zt〉 = 0 pour tout t, on a

Y ∈ vect(Vj, j ≤ t) ce qui permet d’affirmer que H−∞ ⊂ vect(Vt, t ∈ Z). Ceci montre
que V est déterministe puisqu’il est équivalent de dire qu’il est dans H−∞.

Reste l’unicité. Pour cela on observe que tout processus Z vérifiant les propriétés
indiquées vérifie Zt orthogonal à Ht−1. En utilisant alors l’expression de Xt et en
projetant sur Ht−1 on obtient Zt = Xt − PHt−1Xt, par produit scalaire on obtient

l’expression de hj, puis Vt = Xt −
∞∑

j=1

hjZt−j. Ce qui montre bien l’unicité presque

sûre.
Remarque : on dit que Z est l’innovation du processus X.

On définit le processus Ut =
∞∑

j=1

hjZt−j. On dit que U est la partie régulière

de X et V la partie singulière. Si V = 0, X est dit régulier. On a le théorème de
décomposition suivant conséquence du précédent :

Théorème 6 La mesure spectrale de X, FX , admet la décomposition : FX = FU +
FV , où FU est la mesure spectrale de U et est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue et FV est la mesure spectrale de V et est étrangère à la mesure
de Lebesgue. On obtinet donc la décomposition de Lebesgue de la mesure spectrale.

Preuve très partielle : par orthogonalité FX = FU + FV . La densité spectrale de

U est
σ2|h(e−iλ)|2

2π
. En ce qui concerne FV , il faut démontrer qu’elle n’admet pas de

partie absolument continue. Nous l’admettons.

5 Estimation.

5.1 Estimation des paramètres au second ordre .

Nous commençons par un résultat qui apparâıt comme élémentaire et qui pour-
tant nécessite déjà un outillage non négligeable.

Dans toute la suite nous supposons que le processus stationnaire au second ordre
qui nous intéresse s’écrit (il est régulier) :

Xt = µ +
∞∑
−∞

ϕjεt−j,

où ε est un bruit blanc i.i.d. centré de variance σ2
ε , ϕ un filtre linéaire de l1 (som-

mable) (il est donc dans l2 )et de somme non nulle.
Le premier résultat (illustratif) est le suivant :
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Théorème 7 (Normalité asymptotique de la moyenne empirique !)

Soit X̄n =

∑n
i=1 Xi

n
alors :

√
n(X̄n − µ) =⇒ N (0, v), où v = (

∞∑
−∞

ϕj)
2 =

∞∑
−∞

Γ(j).

La preuve (comme toute celles qui suivront) consiste à démontrer le résultat pour
un filtre à portée finie puis à l’étendre au cas d’un filtre quelconque. Cela repose sur
le lemme général suivant :

Lemme 2 soit (Un, n ∈ N) et (Vnk, n ∈ N, k ∈ N), des suites de vecteurs aléatoires
vérifiant :

a)pour tout k Vnk =⇒n→∞ Vk,
b) Vk =⇒k→∞ V ,
c) ∀η > 0, lim

k→∞
lim sup

n→∞
P (‖Un − Vnk‖ > η) = 0.

Alors Un converge en loi vers V quand n tend vers l’infini.

Preuve : On note φZ la fonction caractéristique d’une v.a. Z. Alors :

|φUn − φV | ≤ |φUn − φVnk
|+ |φVnk

− φVk
|+ |φVk

− φV |.

Quand n et puis k tendent vers l’infini dans cet ordre, les deux derniers termes du
second membre tendent vers 0 par a) et b). La condition c) permet de montrer que
le premier terme tend aussi vers 0.
Preuve du théorème :

Supposons pour l’instant le filtre ϕ de portée m finie , i.e. ϕj = 0 pour |j| > m.
Sans perte de généralité nous supposons aussi par commodité µ = 0.

Soit X1 + · · ·+ X`, un calcul très rapide montre que que sa variance vaut

R` := `Γ(0) + 2(`− 1)Γ(1) + ... + 2Γ(`)

Soit maintenant k > 2m et r = [n
k
], posons :

Vnk =
(X1 + ... + Xk−2m) + (Xk+1 + ... + X2k−2m) + ... + (X(r−1)k+1 + ... + Xrk−2m)√

n
.

Les r termes de cette somme étant indépendants, par le théorème de la limite
centrale Vnk converge en loi, quand n →∞ vers une N (0, Rk−2m

k
). Comme

Rk−2m

k
→

∑

|j|≤m

Γ(j) quand k →∞,

il reste à vérifier ici l’hypothèse c) du lemme. Mais :

√
nX̄n − Vnk =

∑r−1
j=1(Xjk−2m+1 + ... + Xjk)√

n
+

Xkr−2m+1 + ... + Xn√
n

.
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C’est une somme de r termes indépendants, de variance

(r − 1)R2m + Rn−k[n
k
]+2m

n
.

On a donc lim sup
n→∞

Var(
√

nX̄n − Vnk) =
R2m

k
. L’inégalité de Bienaimé-Tchébitcheff

nous donne c) et nous permet d’appliquer le lemme.

Pour finir, une seconde application du lemme nous fait passer du cas à portée
finie au cas général : on pose

Vnm =

∑n
t=1

∑m
−m ϕjεt−j√
n

.

Nous venons de voir que Vnm converge en loi vers Vm ∼ N (0, σ2
ε(

∑m
−m ϕj)

2) quand
n →∞. De plus, quand m →∞ Vm converge en loi vers une variableN (0, σ2

ε(
∑∞

−∞ ϕj)
2).

Enfin :

Var(
√

nX̄n − Vnm) = n× Var(

∑n
t=1

∑
|j|>m ϕjεt−j

n
)

=
1

n

∑

0≤|k|≤n−1

(n− |k|)
∑

|j|>m,|j′|>m

ϕjϕj′Eεjεj′+k → (
∑

|j|>m

ϕj)
2σ2

ε . (10)

On a donc
lim

m→∞
lim sup

n→∞
Var(

√
nX̄n − Vnm) = 0,

ce qui conclut via l’inégalité de Bienaimé-Tchébitcheff .

Nous passons maintenant aux résultats plus sérieux concernant l’estimation des
auto-covariances et auto-corrélations. Nous avons le théorème :

Théorème 8 (Normalité asymptotique des auto-covariances et auto-corrélations
empiriques) Soit

Γ̂(h) =

∑n−h
i=1 (Xi − X̄n)(Xi+h − X̄n)

n
et

γ̂(h) =
Γ̂(h)

Γ̂(0)
.

Posons Γ̂h = (Γ̂(0), ..., Γ̂(h))T et γ̂h = (γ̂(1), ..., γ̂(h))T .
Alors si ε admet un moment d’ordre 4 : Eε4

t = κσ4
ε ,

i)
√

n(Γ̂h − Γh) =⇒ N (0, Vh), où l’élément p, q de Vh vaut

V pq
h = (κ− 3)Γ(p)Γ(q) +

∞∑

k=−∞
Γ(k)Γ(k + p− q) + Γ(k + q)Γ(k − p).
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ii)
√

n(γ̂h − γh) =⇒ N (0,Wh), où l’élément p, q de Wh vaut

W pq
h =

∞∑

k=−∞
γ(k + p)γ(k + q) + γ(k − p)γ(k + q)

+ 2(γ(p)γ(q)γ(k)2 − γ(p)γ(k)γ(k + q)− γ(q)γ(k)γ(k + p)).

Preuve : On commence par le passage de i) à ii). Pour cela il suffit d’appliquer la

δ-méthode en écrivant que γ̂h = g(Γ̂h), où g(x0, x1, ..., xh) = (x1

x0
, ..., xh

x0
). Par suite

il est connu que γ̂h est asymptotiquement normal centré sur γh et de matrice de
covariance DVhD

T , où D est la matrice du gradient de g,

D =
1

Γ(0)




−γ(1) 1 0 . . 0
−γ(2) 0 1 . . 0

. . . . . .

−γ(h) 0 . . 0 1




.

Le résultat annoncé en découle immédiatement.

Reste le cas des auto-covariances. Le processus est long en voici les étapes :

– En supposant le processus centré, considérer Γ∗(h) =
∑n

t=1 XtXt+h

n
(non calcu-

lable).
– Montrer le résultat pour Γ∗h dans le cas d’un filtre à portée finie m, auquel cas

le processus vectoriel Yt := (X2
t , XtXt+1, ..., XtXt+h)

T est 2m + h dépendant.
On applique alors le lemme à toute combinaison linéaire des éléments de Yt.

– Passer du cas fini au cas général. C’est encore une application du lemme.
– Passer de Γ∗h à Γ̂h. On remarque que :

√
n(Γ∗h−Γ̂h) =

√
nX̄n(

∑n−h
t=1 Xt−h

n
+

∑n−h
t=1 Xt

n
+

(n− h)X̄n

n
)+

∑n
t=n−h+1 XtXt−h√

n

Le second terme tend presque sûrement vers 0. Le premier terme s’écrit
√

nX̄n×
Pn, et on voit sans difficulté (toujours dans le cas µ = 0) que Pn converge p.s.
vers 0. Par conséquent l’ensemble converge en probabilité vers 0.

– il reste à passer de µ = 0 au cas d’une espérance quelconque, ce qui est très
facile.

Les étapes 2 et 3 nécessitent quelques calculs (en particulier celui de Cov (Γ∗(p), γ ∗
(q))), mais reposent sur les mêmes techniques que la normalité asymptotique de la
moyenne empirique.

5.2 Spectrogramme

X1, . . . , Xn représente les observations, le plus souvent réelles, mais que l’on
considérera comme appartenant à Cn. On rappelle que si (aj)j est une suite de n
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complexes, sa transformée de Fourier discrete DFT est la suite (bk)k appartenant à
Cn définie par

bk =
n∑

j=l

aj exp
(i2πjk

n

)
, k = 1, ..., n.

Il est bien connu qu’il existe un algorithme rapide, l’algorithme FFT pour effectuer
ce calcul qui est un approximation de la transformée de Fourier continue.

Soit donc (bk)k la DFT de X1, . . . , Xn, alors, dans un premier temps le spectro-
gramme est défini aux fréquences de Fourrier ωk := 2πk/n par

In(ωk) :=
1

n
|bk|2.

En fait on n’a besoin des valeurs de In(ωk) que pourk tel que ωk ∈] − π, π[ mais
en fait la formule se prolonge à tout k par périodicité. De cette relation on déduit
immédiatement que

‖X‖2 =
n∑

k=1

In(ωk)

ce qui donne une sorte “d’analyse de la variance” de la série en fonction des fréquences.

Dans un second temps le spectrogramme est prolongé en un fonction périodique
de période 2π “au plus proche voisin” c’est à dire que In(ω) = In(ωj) ou wj est la
fréquence de Fourier la plus proche.

Convergence du spectrogramme

On suppose dans cette partie que la série X1, . . . , Xn, . . . est centrée et que la suite
des covariances est absolument sommable. Nous avons déjà vu que cela implique que
X admet une densité spectrale f continue qui est donné par

f(ω) =
1

2π

∑

k∈Z
Γ(k)e−ikω.

On a
In(0) = nX

2
,

et plus généralement pour ωk 6= 0

In(wk) =
1

n

[ ∑

|j|≤n

Γ̂(j)eijωk

]
.

Un estimateur naturel de la densité spectrale est donc 1
2π

In(ω)

Proposition 3 Sous les hypothèses ci-dessus, E(In(ω)) → 2πf(ω) uniformément
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Preuve : On prend l’espérance dans la formule ci dessus, pour ωk fréquence de
Fourier

E(In(ωk)) =
∑

|j|≤n

(1− |j|/n)Γ(j)eijωk .

Si maintenant ω est quelconque, n tend vers l’infini et ωk,n est la fréquence de Fourier
la plus proche (qui dépend de n)

E(In(ωk))− 2πf(ω) ≤ |
∑

|j|≤n

(|j|/n)Γ(j)eijωk,n|+ 2π|f(ω)− f(ωk,n)|.

La convergence dominée montre que le premier terme tend vers zero, La continuité
de f permet de regler le cas du second.


